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Kurzfassung  
Den technologischen Hintergrund für diese Arbeit liefert die bei der Erschließung 
tiefer Lagerstätten (Erdgas, Erdöl, Erdwärme) eingesetzte Stimulationstechnik des 
Hydraulic Fracturing. Bei dieser Technik werden mittels hydraulischem Druck Risse 
im Lagerstättengestein erzeugt, die durch Einspülen von Feststoffkörnern 
(Proppants) offengehalten werden sollen. 
Der inhaltliche Schwerpunkt liegt auf der theoretischen und experimentellen Unter-
suchung der Einbettung von Proppants in das Lagerstättengestein unter besonderer 
Berücksichtigung des Einflusses auf die hydraulische Leitfähigkeit eines durch 
Proppants gestützten Risses. Thematisch teilt sich die Arbeit in die beiden Schwer-
punkte: (1) Berechnung der Proppant-Einbettung auf der Grundlage kontaktmechani-
scher Ansätze und (2) experimentelle Untersuchungen an realen Proppant-
Schüttungen. 
Zur mathematischen Formulierung der Proppant-Einbettung wurde die in der Werk-
stofftechnik entwickelte Theorie des mechanischen Verhaltens rauer Oberflächen 
unter Lasteintrag (Kontaktmechanik) mit der ebenfalls aus der Werkstofftechnik be-
kannten Messung und Interpretation der Oberflächenhärte nach Meyer gekoppelt. 
Diese neuartige Formulierung ermöglicht es, die Einbettung von Proppants in Ab-
hängigkeit der Materialeigenschaften der Formation, des Spannungszustandes, der 
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IV 
Korngrößenverteilung und der Proppants-Konzentration zu berechnen. Zur Prognose 
des Erfolges einer Stimulation wurde ein 2D-numerischer Algorithmus (MATLAB®) 
entwickelt, der den Gesamtprozess der Einbettung, der Durchlässigkeitsentwicklung 
und deren Folgen für die Produktivität der Sonden widerspiegelt.  
Zur Verifizierung des Berechnungsalgorithmus wurde die Einbettung realer 
Proppant-Schüttungen in Lagerstättengesteinen (Tonschiefer, Shale) untersucht. 
Hierfür wurde in einer dafür konzipierten Flutzelle ein durch Proppants gestützter 
Riss nachgebildet, belastet und durchströmt. Ziel der Versuche war dabei zu messen, 
welchen Einfluss ein Spannungsanstieg auf die Einbettung und damit auf die hydrau-
lische Leitfähigkeit hat. Diese Versuche wurden an zwei verschiedenen Shale-
Gesteinen mit zwei verschiedenen Proppant-Konzentrationen durchgeführt. Zusätz-
lich zu den hydraulischen Experimenten wurden mechanische Untersuchungen (Här-
temessungen) ausgeführt und nach der Meyer-Analyse der Werkstofftechnik inter-
pretiert. Ein besonderer Vorteil dieser Auswertungsmethode liegt in ihrer durch Di-
mensionsanalyse erzielten Übertragbarkeit der Ergebnisse von Werkstoffen auf Ge-
steine. 
Der Vergleich von gemessenen und berechneten Einbettungen und hydraulischen 
Leitfähigkeiten ergab eine zufriedenstellende Übereinstimmung und erlaubt es fest-
zustellen, dass mit der neuen Formulierung die planerische Voraussage von Frac-
Stimulation möglich ist, wobei alleine die relativ einfachen laborativen Messverfah-
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D Durchmesser m 
 
 
charakteristische Durchmesser m 
EF Eagle Ford - 
F Kraft N 
F Kraft N 
F* numerisch bestimmte Kraft N 
HM Eindringhärte nach Meyer MPa 
HM Meyer-Härte MPa 
IQR Interquartilabstand - 
J Anzahl Zellen - 
K Anzahl der Kontaktspitzen auf der Oberfläche - 
M Koeffizientenmatrix - 
M Anzahl Zellen - 
MA Marcellus - 
N Anzahl Zellen - 
Q Volumenstrom m³/s 
O Diskretisierungsfehler - 
Qo oberes Quantil m 
Qu unteres Quantil m 
R Radius m 
R² Bestimmtheitsmaß - 
Rq quadratische Mittelwert der Höhenverteilung  m 
Sp spezifischer Speicherkoeffizient m/s 
Tx Transmissibilität in x-Richtung m/(Pa*s) 
Ty Transmissibilität in y-Richtung m/(Pa*s) 
V Volumen m³ 
VarK (d) Variationskoeffizient - 




Index- und Symbolverzeichnis 
 
XVI 
Lateinische Symbole, klein   
Symbol Bezeichnung Einheit 
a Kluftlänge, Spaltlänge m 
b Kluftbreite, Spaltbreite m 
b  Vektor der bekannten Drücke - 
bf Frac-Höhe m 
d Abdrucksdurchmesser m 
dg gestutzter Mittelwert der Abdruckdurchmesser m 
h Höhe / Öffnungsweite m 
hf Öffnungsweite Riss m 
h  gewichtete mittlere Öffnungsweite m 
hm Materialkonstante nach Meyer N 
k Permeabilität m² 
k  gewichtete mittlere Permeabilität m² 
l Länge m 
m Anzahl der Zeilen - 
n Packungsdichte - 
n Anzahl der Spalten - 
p Druck Pa 
pFr Frac-Druck Pa 
pL Druck auf dem linken Rand Pa 
pP Porendruck Pa 
pR Druck auf dem rechten Rand Pa 
qx spezifische Volumenstrom x-Richtung m²/s 
qy spezifischer Volumenstrom y-Richtung m²/s 
s²d Varianz der Abdruckdurchmesser m² 
s²h Varianz der Kluftöffnunsweite m² 
sD Standardabweichung der Proppant-Durchmesser m 
sd Standardabweichung Abdruckdurchmesser m 
sh Standardabweichung der Kluftöffnungsweite m 
t Zeit s 
uz Verschiebung m 
v Strömungsgeschwindigkeit m/s 
x  Lösungsvektor  - 
x Anzahl einzelner Messwerte - 
xf Frac-Halblänge m 
z Höhe Kontaktspitze (Asperiten) m 
Griechische Symbole, groß   
Symbol Bezeichnung Einheit 
∇ Nabla-Operator - 
∆ Differenz  - 
∆A Teilfläche m² 
Φ(z) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Durchmes- 1/m 
Index- und Symbolverzeichnis 
 
XVI
ser- und Höhenverteilung 
Ψ Sphärizität - 
Ω Rundheit - 
Griechische Symbole, klein   
Symbol Bezeichnung Einheit 
α Meyer Index - 
β Biot Koeffizient - 
γ Exponent der Ausgleichsgraden - 
ε numerischer Fehler - 
η dynamischen Viskosität Pa*s 
η  
 
gewichtete mittlere dynamische Viskosität Pa*s 




λ  gewichtete mittlere Fluidität 1/Pa*s 
ρ Dichte kg/m³ 
σ mechanische Spannung MPa 
σ0 Oberflächenhärte MPa 
σeff Effektivspannung MPa 
σHmax maximale horizontale Hauptnormalspannung MPa 
σhmin minimale horizontale Hauptnormalspannung MPa 
σv vertikale Hauptnormalspannung MPa 
σZug Geseteinzugfestigkeit MPa 
φ Porosität - 
ω Kozeny-Carman-Konstante  - 
Indizes   
Symbol Bezeichnung 
D normiert, dimensionslos  
K wahre Kontaktfläche 
Pro Proppants 












x x-Richtung im kartesischen Koordinatensystem 
y y-Richtung im kartesischen Koordinatensystem 






Ein großer Anteil der Ressourcen an Erdöl, Erdgas und geothermischer Energie be-
findet sich in Gesteinsformationen mit äußerst geringer Durchlässigkeit (Permeabili-
tät). Zu diesen geologischen Formationen zählen heute Tonsteine (Shale), gering-
durchlässige Sandsteine, dolomitische Gesteine (Tight Gas Formations) und Hartge-
steine (Granit). Die Gewinnung der Rohstoffe aus Fördersonden bzw. des Heißwas-
sers aus tiefen geothermischen Bohrungen ist nur möglich, wenn es mit Hilfe von 
hydraulischen bzw. thermisch-hydraulischen Stimulationsmaßnahmen gelingt, die 
Permeabilität der Lagerstättenformation in einem großen Umkreis der Sonden we-
sentlich zu erhöhen. Diese Stimulationsmaßnahmen sind unter dem Fachbegriff Frac 
(deutsch: Fracking) bekannt und werden weltweit eingesetzt. 
Während der Stimulation entstehen Fließwege im Lagerstättengestein, die als System 
von Rissen und Klüften betrachtet werden können. Nur das langzeitliche Offenhalten 
dieser Risssysteme bietet die Gewähr für eine andauernd hohe hydrauli-
sche/gasdynamische Leitfähigkeit (Permeabilität). Nach der Risserzeugung werden 
dazu Stützmittel, sogenannte Proppants, in die Risse eingespült, die beim Abfall des 
Fluiddrucks die Risse offenhalten sollen. Als Proppant-Material kommt speziell ge-
formter Quarzsand mit möglichst kugelrunden Körnern bzw. industriell gefertigte 
Proppants aus hochfesten Keramiken zum Einsatz. Die Durchmesser der Körner in 
den Schüttungen variieren und können zwischen 0,1 - 2,4 mm liegen. In den meisten 
Anwendungen wird aber auf eine bestimmte Fraktion der Durchmesser zurückgegrif-
fen. Die meist verwendeten Proppants sind solche mit einer Korngrößenverteilung 
von 0,6 - 1,2 mm (16 - 30 Mesh) bzw. 0,44 - 0,86 mm (20 - 40 Mesh) [1]. Schema-






Abbildung 1: Proppants-Kluft-System 
Die Leitfähigkeit dieser Risse, die sogenannte Fracture-Conductivity (Cf), ist defi-
niert als das Produkt aus der Permeabilität der Proppant-Packung (kPro) und der Riss-
öffnungsweite (hf) (Gleichung (1)). 
 f o fC k h= ⋅Pr  (1) 
Im Rahmen der Produktion, d. h. bei abnehmendem Porendruck, steigt die Beanspru-
chung und die Öffnungsweite kann im Zuge einer Kompression der Proppant-
Packung, durch mögliche Proppant-Zerstörung und durch die Einbettung der 
Proppants in die Formation abnehmen [2]. Dies führt zu einer Verringerung der Frac-
ture-Conductivity bis hin zu einem vollständigen Verlust der Leitfähigkeit bei einem 
vollständigen Verschluss des Risses. 
Entscheidend für die Verringerung der Öffnungsweite ist der Betrag der herrschen-
den Spannung (σ). Diese bestimmt in Abhängigkeit spezifischer Gegebenheiten (me-
chanische Eigenschaften der Proppants und der Formation, Durchmesserverteilung 
innerhalb der Proppant-Schüttung, Proppant-Konzentration), wie stark sich der Riss 
nach einer Druckentlastung schließt. Dabei wird die Verringerung der Öffnungsweite 
als Folge der Kompression bzw. des Versagens der Proppants im Wesentlichen durch 
die mechanischen und geometrischen Eigenschaften der Proppants bestimmt [3], [4]. 
Durch eine gezielte Auswahl der Form, Größe und Festigkeit der Proppants bezüg-
lich der vorherrschenden Bedingungen kann diesen Effekten gezielt entgegen ge-
wirkt werden. 
Die Einbettung, welche eine Verformung der Formation darstellt, wird hingegen von 
den Eigenschaften der Formation dominiert, genauer von den Eigenschaften der 
durch das Frac-Fluid beeinflussten Bereiche der Formation. Diese Zone wird als Flu-
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id Invasion Zone bezeichnet und entsteht, da aufgrund des Überdrucks Frac-Fluid in 
die Formation einströmt und Teile des initial vorhandenen Fluides verdrängt. In die-
ser Zone kann es aufgrund von chemisch-physikalischen Wechselwirkungsprozessen 
zwischen Formation und Frac-Fluid, zu einer Veränderung der mechanischen Eigen-
schaften der Formation kommen. 
In einer Reihe von Arbeiten wurde dieses Phänomen untersucht und beschrieben. So 
zeigten Akrad et al. (2011), dass sich der E-Modul von ausgewählten Tonschiefer-
proben infolge des Kontaktes mit einer 2%igen KCl-Lösung um bis zu 50 % verrin-
gert [5]. Einen ähnlichen Effekt zeigten die Versuche von Corapcioglu et al. (2014) 
[6]. Durchgeführt an Proben aus der Niobrara-Formation, zeigte sich eine Reduktion 
des E-Moduls um bis zu 60 % infolge des Kontaktes mit einer wässrigen Lösung 
unter Zugabe von 2 % KCl und einem nicht näher beschriebenen Reibungsminderer. 
Einen Einfluss auf die Druckfestigkeit als Folge der Wechselwirkung zwischen Ton-
schieferproben und wässrigen Lösungen mit unterschiedlichen Salzkonzentrationen 
beschrieben AL-Bazali (2012) sowie Zhang et al. (2006) [7], [8]. Als eine der 
Hauptursache hierfür wird das Quellen von initial vorhandenen Tonmineralen ge-
nannt [9]. 
Corapcioglu et al. (2014) verglichen in ihrer Arbeit verschiedene Fluid Zusammen-
setzungen und untersuchten deren Einfluss auf die Einbettung von Proppants [6]. Sie 
konnten zeigen, dass die Zusammensetzung des Fluids die Eigenschaften der Forma-
tion dahingehend verändert, dass sich ein messbarer Effekt bezüglich der Einbet-
tungstiefe feststellen lässt. Zudem zeigten sie, dass sich die Proppants plastisch in die 
Oberfläche eindrücken. Auf dieses Verhalten wiesen auch Alramahi und Sundberg 
(2012) sowie Zhang et al. (2014) hin [10], [11]. Begründet wird dieses Verhalten mit 
dem hohen Anteil an Tonmineralen innerhalb der Proben.  
Modelle zur Berechnung der Einbettung der Proppants, welche die mechanischen 
Eigenschaften der Formation berücksichtigen, wurden von Khanna et al. (2012) so-
wie von Gao et al. (2013) vorgestellt [12], [13].Beide Ansätze beschreiben die Ver-
formung der Formation (Einbettung) mittels der Hertzschen-Kontakttheorie [14]. 
Diese liefert eine analytische Lösung für die Beschreibung des Kontaktes einer star-
ren Kugel mit einem elastisch deformierbaren Halbraum unter Normalkrafteinfluss. 
Die kennzeichnenden Materialeigenschaften mit dem der Halbraum, d. h. die Forma-
tion, beschrieben wird, sind der E-Modul und die Querdehnungszahl. Sowohl Khan-
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na et al. (2012) als auch Gao et al. (2013) gehen in ihren Modellen von einer elas-
tisch und somit reversiblen Verformung der Formation aus. Dies wiederspricht aber 
den Beobachtungen, welche die oben genannten Autoren gemacht haben, dass plasti-
sche Abdrücke der Proppants nach einer Entlastung in der Formation zurückbleiben. 
Zudem geht die von Hertz 1882 entwickelte und in beiden Ansätzen verwendete 
Theorie von einem unendlich ausgedehnten Halbraum mit linear-elastischen, homo-
genen und isotropen Eigenschaften aus. Von diesen idealisierten Bedingungen kann 
aber bei der Betrachtung von Gesteinsformationen nicht zwangsläufig ausgegangen 
werden. Dies begründet sich zum einen mit dem Entstehungsprozess solcher Forma-
tionen, in dessen Folge es zu einer inhomogenen Verteilung der gesteinsbildenden 
Minerale und somit zu einer inhomogenen Verteilung der Eigenschaften kommen 
kann. Ein zweiter nicht zu vernachlässigender Aspekt ist der durch Akrad et al. 
(2011) und Corapcioglu et al. (2014) beschriebene Einfluss des Fluidkontaktes auf 
die mechanischen Eigenschaften der Formation. Dies kann dazu führen, dass sich die 
Eigenschaften der Fluid-Invasion-Zone gegenüber denen der ungestörten Matrix 
deutlich unterscheiden. Aber insbesondere das mechanische Verhalten dieses Berei-
ches ist entscheidend für die Einbettung und dem damit einhergehenden Verlust der 
Öffnungsweite, wenn man beachtet, dass die eingesetzten Proppants mehrheitlich 
kleiner als einen mm sind. 
 Zielstellung 1.2
Die vorliegende Arbeit setzt sich daher zum Ziel, die Einbettung von Proppants in 
das Lagerstättengestein unter besonderer Berücksichtigung der hydraulischen Leitfä-
higkeit/Permeabilität und unter Beachtung spezifischer Parameter wie den Materi-
aleigenschaften der Formationsoberfläche, der Korngrößenverteilung und dem Span-
nungszustand experimentell und theoretisch zu betrachten. Denn anders als die Ei-
genschaften der Proppants, die im Vorfeld gezielt ausgewählt werden können, kön-
nen die mechanischen Eigenschaften der Formation/Oberfläche nicht oder nur ge-
ringfügig beeinflusst werden (Frac-Fluid-Auswahl). Für eine optimale technologi-
sche Planung von Stimulationsverfahren ist es daher von außerordentlichem Interes-
se, das Einbettungspotential der Formation im Vorfeld abschätzen zu können, um im 
gegebenen Falle die Stimulationstechnologie dahingehend anzupassen bzw. die Wirt-
schaftlichkeit eines solchen Vorhabens neu zu bewerten. 
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Die Bearbeitung dieses Themas sieht die folgenden Punkte vor: 
• experimentelle Untersuchungen zur Einbettung von Proppant-Lagerungen in 
Lagerstättengestein in Abhängigkeit vom Belastungszustand und den daraus 
resultierenden Einfluss auf die hydraulische Leitfähigkeit/Permeabilität, 
• Erarbeitung eines mathematischen Ansatzes zur Beschreibung des Proppant-
Formations-Kontakts mittels theoretischer Hypothesen der Festkörpermecha-
nik und Werkstofftechnik, der es ermöglicht einen Zusammenhang zwischen 
Belastungszustand, Gesteins- und Proppant-Schüttungseigenschaften und Ein-
bettung/Verschiebung abzuleiten, 
• Entwicklung mathematisch-numerischer Simulationsalgorithmen, die unter 
Einbeziehung der laborativen Ergebnisse und der theoretischen Grundlagen 
die Einbettung und somit die Effektivität von Stimulationen mit Proppants ab-
schätzt. 
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2 Technologische und petrophysikalische Grundlagen 
 Hydraulic Fracturing 2.1
Aus der Tatsache, dass sich bei bestimmten Bohrlochbehandlungen wie z. B. der 
Wasserinjektion oder der Zementation sich ein unerwarteter Druckabfall einstellt, 
wurde geschlussfolgert, dass sich in den Formationen Risse bilden, die zu einer Ver-
besserung der hydraulischen Leitfähigkeit führen. Auf der Grundlage dieser Er-
kenntnis wurde in den 1940er das hydraulische Fracen erstmals zielgerichtet einge-
setzt, um die Produktivität von Erdöl-und Erdgasbohrungen zu steigern [15]. 
Seit dieser Zeit sind weltweit über drei Millionen Fracs durchgeführt worden und das 
Anwendungsgebiet auch auf andere Bereiche Tiefbohrtechnik ausgedehnt. Der tech-
nische Einsatzbereich des hydraulischen Fracens liegt im Wesentlichen auf folgen-
den Anwendungsgebieten [16]: 
• Überbrückung des geschädigten bohrlochnahen Bereichs, 
• Steigerung der Produktivität durch die Erzeugung langer Risse, welche tief in 
die Formation eindringen, um so Fließwege mit einer guten hydraulischen 
Leitfähigkeit zu schaffen, die den wirtschaftlichen Abbau der Lagerstätten er-
höht bzw. erst ermöglicht, 
• Erhöhung der Aufnahmefähigkeit von Injektionsbohrungen, 
• Errichtung von Kluftsystemen in tiefen geothermischen Lagerstätten: Erzeu-
gung von großen Wärmetauscherflächen und Verbindung zwischen Injektions- 
und Produktionsbohrung, 
• Aktivierung von vorgeprägten Kluftsystemen in den Formationen [2]. 
Das Prinzip des hydraulischen Fracens beruht darauf, dass durch die Steigerung des 
Flüssigkeitsdrucks infolge einer Injektion das Gestein aufreißt. Dies geschieht, wenn 
die durch den Flüssigkeitsdruckanstieg, auftretenden tangentialen Zugspannungen 
die durch den Außendruck (Gebirgsspannung) erzeugten tangentialen Druckspan-
nungen zuzüglich der Gebirgszugfestigkeit übersteigen. Für einen dreiachsigen 
Spannungszustand, der im Untergrund herrscht und unter der Annahme, dass die 
Vertikalspannung die größte ist (σv > σhmax ≥ σhmin), lässt sich dies durch die folgende 
Beziehung ausdrücken (Gleichung (2)): 
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 Fr h min h max P Zugp 3 pσ σ β σ= − + − + , (2) 
wobei in dieser Gleichung 
• pFr: der Formation Breakdown Pressure (Frac-Druck) 
• σhmin: die minimale Hauptnormalspannung, 
• σhmax: die maximal Hauptnormalspannung, 
• pP: den Porendruck, 
• β: den Biot-Koeffizienten (siehe Konzept der Effektivspannung) und 
• σZug: die Gesteinszugfestigkeit 
beschreibt [17]. 
In einer Formation mit homogen verteilten mechanischen Eigenschaften öffnet sich 
der Riss rechtwinklig zur Richtung der minimalen Hauptnormalspannung und ver-
läuft in Richtung der maximalen Hauptnormalspannung. Geometrisch definiert wird 
ein solcher Riss durch seine Halblänge (xf), die Risshöhe (bf) und seine Öffnungs-
weite (hf). Die Abbildung 2 zeigt schematisch die Rissorientierung mit Bezug auf 
einen dreiachsigen Spannungszustand [18]. 
 
Abbildung 2: Orientierung eines hydraulisch initiierten Risses in Bezug auf den herrschenden Span-
nungszustand (σver > σhmax > σhmin) 
Für die Erzeugung des nötigen Flüssigkeitsdruck im Zielhorizont, der zum Versagen 
der Formation führt, existieren zwei Konzepte, in welches das Hydraulic Fracturing 
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unterteilt werden kann. Die erste Variante, welche auch aus historischer Sicht die 
älteste ist, verwendete hochviskose Fluide, die mit vergleichsweise moderaten Fließ-
raten (ca. 5 m³/min) verpumpt werden können, um den Frac-Druck zu erzielen. 
Die dabei eingesetzten Fluidesysteme können sowohl wasser- als auch öl- basisch 
sein und werden in Abhängigkeit der eingesetzten Strukturbildner (Vernetzer) auch 
als linear Gels“ bzw. cross-linked Gels bezeichnet. Diese Fluide haben üblicherweise 
Viskositäten größer 100 mPa*s. Die mit diesem Verfahren erzeugten Fracs zeichnen 
sich durch eine relativ breite Rissweite (bis zu 25 mm im Bereich der Bohrung) aus 
bei erzielten Frac-Halblängen von bis zu 180 m [19], [20]. Aufgrund der hohen Vis-
kosität weisen diese Fluide sehr gut Transporteigenschaften auf, sodass mit ihnen 
Stützmittelkonzentrationen von bis 1000 g/l in die Fracs transportiert werden kön-
nen [18]. 
Die Aufgabe dieser Stützmittel ist es, die erzeugten Risse in der Produktionsphase 
der Bohrung (d. h. bei Porendruckentlastung) gegenüber dem herrschenden Gebirgs-
druck offen zu halten [21]. 
Die zweite Variante, welche als Slickwater Fracturing bekannt ist, verwendet hinge-
gen hohe Fließraten (bis zu 16 m³/min) und große Volumina, um den benötigten 
Druck und eine entsprechende Risslänge zu generieren. Die eingesetzten wasserbasi-
schen Fluide haben aufgrund des geringen Anteils an chemischen Zusätzen (für ge-
wöhnlich kleiner 2 Vol.-% des gesamt Volumens) eine relativ geringe Viskosität, die 
zwischen 1 – 10 mPa*s liegt. Dieses Verfahren wird bevorzugt in Shale-Gas-
Lagerstätten eingesetzt und wurde erstmals 1997 in der Barnette-Shale-Formation 
(USA) getestet [22]. Das Slickwater Verfahren ist neben der technischen Etablierung 
der Horizontalbohrtechnik einer der Gründe für den wirtschaftlichen Erfolg der Sha-
le-Gas-Industrie in den USA [2], [23]. 
Die niedrige Viskosität im Kombination mit den relativ großen Volumen ermöglicht 
im Vergleich zu den hochviskosen Gels deutlich längere Risse (Frac-Halblänge xf bis 
zu 1000 m ), die tief in die Formation eindringen bzw. bei entsprechender geologi-
scher Voraussetzung eine weitläufige Aktvierung von vorgeprägten Störstellen, was 
die hydraulische Anbindung der Lagerstätte an die Sonde zusätzlich erhöht. Die er-
zielten Öffnungsweiten der Risse (hf) fallen aber deutlich geringer aus, sie liegen bei 
max. 1 – 2 mm [24–26]. 
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Aufgrund der deutlich niedrigeren Viskosität besitzen diese Fluide aber eine geringe-
re Transportkapazität in Bezug auf die Stützmittelbeladung. Diese liegt bei ca. 
100 g/l bei erzielten Maximalwerten von 200 g/l [2], [27], [28]. Dies führt generell 
zu einer geringen Stützmittelkonzentration (CPro [kg/m²]) innerhalb der Fracs und 
dazu, dass die erzeugten Risse zum Teil nur partielle bzw. gar nicht mit Stützmitteln 
(Proppants) befüllt sind (vgl. Abbildung 2). Die Fachwelt unterscheidet hier zwi-
schen sogenannten Multilayer Proppant Packs (Packungen, die aus mehreren Lagern 
bestehen) und Monolayer Proppant Packs (einlagige Schichtungen), wobei diese 
noch in full und partial packed unterschieden werden (vollbesetzt und partiell besetz-
te) [21], [29]. Darüber hinaus gibt es Anwendungen die komplett auf den Einsatz von 
Stützmittel verzichten. Bei dieser Methode setzt man auf den sogenannten self-
propping Effekt der Formation infolge der Rauheit der entstehenden Trennflächen 
[30], [31]. Diese bewirkt, dass sich bereits bei geringen relativ Verschiebungen der 
Trennfläche die Risse nicht mehr vollständig schließen, sondern auf den Rau-
heitsspitzen (Asperiten) lagern und die entstandenen Zwischenräume für den Fluid-
transport zur Verfügung stehen [32]. 
 
Abbildung 3: schematische Darstellung der verschieden Proppant-Verteilungen einschließlich des self-
propping Effekts  
 Konzept der Effektivspannung 2.2
Die auf die Stützstellen wirkende effektive Spannung (σeff), wobei hier die für die 
Beanspruchung und Deformation maßgebende Spannung verstanden wird, wird be-
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stimmt durch den vorherrschenden Gebirgsdruck (σhmin) und den in der Formation 





Abbildung 4: schematische Darstellung des Konzepts der Effektivspannung 
In senkrechter Richtung wirkt hierbei die minimale Hauptnormalspannung (σhmin) als 
Druckspannung auf die Stützstellen. Der in der Formation anliegende richtungsunab-
hängige Porendruck (pP) wirkt dieser entgegen, was zu einem Abbau der wirkenden 
Druckspannung führt. Schematisch ist dies in der Abbildung 4 dargestellt. In der 
Geohydraulik ist dies auch als das Konzept der Effektivspannung (σeff) bekannt und 
wurde erstmals durch Terzaghi (1923) untersucht und beschrieben [33]. Biot (1955) 
verallgemeinerte die Aussage und erweiterte die Beziehung um einen Korrekturfak-
tor, der als Biot-Koeffizient (β) bekannt ist (Gleichung(3)) [34]. 
 mineff h Ppσ σ β= −  (3) 
Der Biot-Koeffizient kann theoretisch Werte zwischen 0 und 1 annehmen und be-
schreibt die „Effektivität“ des Porendrucks (pP) als druckspannungsreduzierende 
Komponente [35]. Wie hoch dessen Einfluss ist, wird bestimmt durch die Geometrie 
des Porenraums und dessen Verfestigung (Zementierungsgrad). In stark verfestigten 
Formationen (hoher Zementierungsgrad) ist der Biot-Koeffizient klein, da Aufgrund 
der großen Kontaktfläche zwischen den Körnern die Fläche, auf die der Porendruck 
wirken kann, klein ist. Folglich ist die resultierende Kraft klein. In Formationen mit 
einem geringen Zementierungsgrad sind die Kontaktstellen zwischen den Körnern 
kleiner, die Fläche für den Porendruck dementsprechend größer und somit auch der 
Einfluss des Porendrucks auf die Effektivspannung [36]. Für Sandsteine finden sich 
in der Literaturwerte, welche zwischen 0,64 – 0,85 liegen [2], [37]. 
Aus dem durch Gleichung (3) beschriebenen Zusammenhang zwischen wirkender 
Spannung und dem Porendruck wird ersichtlich, dass die auf die Stützstellen wirken-
de Belastung in einer produzierenden Lagerstätte keine statische Größe ist. Denn im 
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Zuge der Produktion sinkt der Porendruck in der Lagerstätte und folglich steigt die 
Effektivspannung, was zu einer Zunahme der Belastung führt. 
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird die auf die Stützstellen wirkende Spannung in 
Anlehnung an das verwendet kartesische Koordinatensystem als σz definiert 
 Proppants – Stützmittel 2.3
Für die als Stützmittel eingesetzten Proppants folgt, dass sie über eine entsprechende 
„mechanische- und chemische- Festigkeit“ und eine entsprechende Form verfügen 
müssen. Zeitgleich dürfen Parameter, die den Proppant-Transport in der Bohrung 
beeinflussen, wie etwa die Dichte, nicht unberücksichtigt bleiben. 
Als Ausgangsmaterial für Proppants werden sowohl natürlich vorkommende Quarz-
Sande als auch industriell hergestellte Keramiken verwendet [21]. Das vordergründi-
ge Auswahlkriterium neben den Kosten ist die Festigkeit des Materials. Sie bestimmt 
ob, sich das Ausgangsmaterial generell als Proppant für die in der jeweiligen Forma-
tion vorliegenden Bedingungen eignet. Zusätzlich ergeben sich durch die Bewertung 
der Form und der Dichte weitere Kriterien, die entscheidend für die Auswahl sein 
können. 
Durch die vergleichsweisen geringen Kosten, die sich nur aus Abbau und Aufberei-
tung (Fraktionierung) zusammensetzen, sind für Anwendungen, in denen keine be-
sonderen Anforderungen an die Festigkeit gestellt werden, Proppants aus Quarzsand 
die erste Wahl. Mehr als 80% der weltweit eingesetzten Proppants sind aus diesem 
Material, welches von Natur aus über eine relativ hohe Härte und Festigkeit ver-
fügt [38]. 
Für den Einsatz in großen Teufen, in denen eine hohe Gebirgsspannung herrscht, 
verwendet man industriell hergestellte keramische Proppants. Als Ausgangsmateria-
len dienen Bauxit und Kaolinit, welche im Vorfeld gesintert werden. Diese Proppants 
verfügen über eine höhere Festigkeit als Quarzsande und aufgrund des Herstellungs-
prozesses über eine optimierte Form.  
Darüber hinaus werden Proppants (sowohl Quarz als auch keramische Proppants) 
auch mit Kunstharz beschichtet. Diese sogenannten Resin-Coated Proppant bilden 
eine weitere Klasse. Mit der Beschichtung sollen die Eigenschaften durch Formopti-
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mierung verbessert werden, zusätzlich bewirkt das Harz, dass kleine Bruchstücke 
durch die klebende Wirkung des Harzes zurückgehalten werden und nicht durch die 
Schüttung transportiert werden. 
 Parameter zur Beschreibung und Klassifizierung von Proppants 2.3.1
Im Sinn einer technischen Klassifizierung, auf deren Grundlage Proppants für die 
vielfältigsten Anforderungsprofile ausgewählt werden, greift man auf die im Folgen-
den aufgeführten Parameter zurück, durch die die einsatzrelevanten mechanischen 
und geometrischen Größen der Proppants quantifiziert werden können.  
 Partikelgröße 2.3.1.1
Die Bandbreite der Durchmesser der eingesetzten Proppants liegt zwischen 0,1 und 
2,4 mm, wobei die Angabe in Millimetern eher unüblich ist. Als Einheit für die Grö-
ßenangabe von Proppants verwendet man üblicherweise das Mesh. Diese Einheit 
beschreibt die Maschenweite von Sieben und entspricht gleichzeitig der Korngröße 
des gesiebten Materials. Die Wertangabe ergibt sich aus der Anzahl der Maschen pro 
Zoll . 
Für den Einsatz als Schüttung verwendet man aber nicht die gesamte zur Verfügung 
stehende Bandbreite, sondern greift nur auf einzelne Fraktionen zurück. Die am häu-
figsten verwendeten Schüttungen mit mehr als 90 % am Gesamtvolumen sind Prop-
pants der Größen 20 - 40, 30 - 50 und 40 - 70 Mesh [39]. Dies entspricht Durchmes-
sern von 0,21 – 0,84 mm. 
Die selektive Durchmesserauswahl zielt darauf ab, eine möglichst hohe verbundene 
Porosität innerhalb der Schüttung zu erreichen. Dies ist eine Voraussetzung für eine 
hohe Leitfähigkeit. Daher werden die Durchmesser so gewählt, dass die entstehenden 
Poren zwischen der Proppants nicht durch entsprechend kleine Proppants besetzt und 
somit verstopft werden können. 
Je größer die Proppants sind, desto höher ist im Allgemeinen die Durchlässigkeit der 
entsprechenden Schüttung, da die verbundene Porosität höher ist. Sie neigen aber 
eher zum Versagen, da die Anzahl der Kontakte zwischen den Partikeln geringer ist 
und somit der punktuelle Lasteintrag ansteigt [40]. Zusätzlich muss durch entspre-
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chende Maßnahmen sichergestellt werden, dass die Risse eine entsprechende Weite 
haben, damit die Proppants überhaupt verpumpt werden können [21]. 
 Partikelform 2.3.1.2
Neben der Partikelgröße werden Proppants zusätzlich durch ihre Form geometrisch 
beschrieben. Charakterisiert wird die Form eines Partikels mittels der Begriffe Rund-
heit und Sphärizität. Die Rundheit (Ω) eines Partikels ist definiert als der Quotient 
aus dem mittleren Radius aller Ecken des Partikel zum Radius des größten Innen-













Die Sphärizität (Ψ) beschreibt in diesem Zusammenhang, wie gut ein Proppant die 
Gestalt einer Kugel approximiert. Der Begriff wurde durch H. Wadell (1935) defi-
niert, als das Verhältnis der Oberfläche einer Kugel gleichen Volumens zur Oberflä-





Ψ = , (5) 
wobei in der Gleichung (5) V das Volumen des Partikels und A seine Oberfläche 
bezeichnet. 
Bestimmt werden diese Größen in der Praxis üblicherweise mit der Vergleichstafel 
nach Krumbein und Sloss (1951) (vgl. Abbildung 5) [21], [42]. Für den Einsatz als 
Proppants werden aber nur Partikel empfohlen, deren Rundheit und Sphärizität nach 
Krumbein und Sloss größer 0,6 ist (vgl. Abbildung 5, gelber Rahmen). 
Diese Empfehlung zielt darauf ab, Schüttungen zu erstellen, die aus Partikeln beste-
hen die eine möglichst einheitliche Form haben. Solche Schüttungen lassen sich 
schlechter verdichten als Schüttungen mit einem breiten Form-Spektrum, was wiede-
rum zu einer hohen Porosität führt. 
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Abbildung 5: Vergleichsdiagramm nach Krumbein und Sloss für die Quantifizierung der Rundheit und 
Sphärizität von Partikeln [42] 
 Festigkeit 2.3.1.3
Die Aufgabe der Proppants ist es, die erzeugten Risse gegenüber der herrschenden 
Gebirgsspannung offen zu halten und dabei eine möglichst hochdurchlässige Schüt-
tung zu bilden. Hierfür ist es erforderlich, dass die Proppants unter der Beanspru-
chung, welche in der Regel mit der Teufe zunimmt, nicht versagen, d. h. eine gewis-
se Festigkeit aufweisen. Denn das Versagen der Proppants führt zum einen zur Re-
duzierung der Rissweite und zum anderen zur Bildung von sogenannten Fines (kleine 
Bruchstücke) die die Poren verstopfen und somit die Leitfähigkeit reduzieren. 
Die Reduktion der Leitfähigkeit durch das Versagen der Proppants soll, wenn mög-
lich, verhindert bzw. auf ein akzeptables Niveau limitiert werden. Da die Festigkeit 
vom verwendeten Material abhängt und somit auch ein Kostenfaktor darstellt, den es 
zu minimieren gilt, werden Proppants bezüglich ihrer Festigkeit unterteilt und ent-
sprechend den Anforderung in den Formationen ausgewählt [21]. 
Klassifiziert werden Proppants in drei Kategorien: 
• Low-Strength Proppants (natürlich vorkommende Sande) bis ca. 54 MPa 
(8.000 psi) 
• Intermediate-Strength Proppants bis ca. 83 MPa (12.000 psi) 
• Hight-Strength Proppant größer 83 MPa (12.000 psi). 
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 Dichte 2.3.1.4
Ein weiterer mechanischer Parameter, der für die Klassifizierung von Proppants ent-
scheidend ist, ist die Dichte. Man unterscheidet in der Fachliteratur in zwei Arten 
von Dichten: die Schüttdichte, die sowohl das Volumen einer bestimmten Menge 
Proppants als auch das Volumen des entstehenden Porenraums berücksichtigt, der 
sogenannten Bulk Density, und der eigentlichen Dichte des Proppant bildenden Ma-
terials. Diese wird in der englischen Literatur als Apparent Specific Gravity bezeich-
net. Hinsichtlich ihrer Dichte werden Proppants in vier verschiedene Klassen unter-
teilt: 
• Ultra-Lightweight Proppants (ULW), Dichte: 1,06 – 1,9 g/cm³ 
• Lightweight Ceramic Proppants (LWC), Dichte: 2,6 g/cm³ 
• Intermediate Density Ceramic (IDC), Dichte: 2,8 - 3,15 g/cm3 
• High-Density Proppants, Dichte: 3,15 – 3,8 g/cm³ 
Die Referenzdichte für die Einteilung ist die Dichte von Ottawa-Quarzsand (Dichte: 
ca. 2,5 g/cm³), der ebenfalls als natürlich vorkommendes Proppants-Material Ver-
wendung findet [43], [44]. 
Die Dichte der Proppants hat direkt bzw. indirekt Einfluss auf die Auswahl der 
Proppants hinsichtlich des Proppants-Transport via Frac-Fluid und der Festigkeit der 
Proppants. Generell kann gesagt werden, dass mit steigender Dichte die Festigkeit 
zunimmt, der Transport bzw. das Verpumpen der Proppants aber schwieriger wird, 
da mit steigender Dichte die Proppants schneller sedimentieren. 
Aktuelle Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet zielen darauf ab, Proppants zu ent-
wickeln, welche eine geringe Dichte haben, aber dennoch hohe Festigkeiten aufwei-
sen, um den Anspruch als Stützmittel gerecht zu werden und zeitgleich das verpum-
pen zu erleichtern [45]. 
 Ausgewählte mechanische Eigenschaften der Formation 2.4
Für die Quantifizierung der Eigenschaften von Festgesteinen gibt es eine Vielzahl 
von Parametern und Verfahren, die sich je nach Fokus der Fragstellung in ihrer Ei-
genschaft und Art der Bestimmung unterscheiden. Zu den klassischen mechanischen 
Eigenschaften, welche die Auswirkung eines äußeren Krafteintrags auf einen Körper 
beschreiben, zählen die Druck- und Zugfestigkeiten, die unter unterschiedlichen 
Technologische und petrophysikalische Grundlagen 
 16 
Spannungszuständen bestimmt werden können, der Elastizitätsmodul und die Quer-
dehnungszahl. Die beiden letztgenannten gehören zu den elastischen Materialkon-
stanten. Mit ihnen kann bei Kenntnis des Spannungszustandes eines Körpers seine 
Formänderung als Folge einer rein elastischen Deformation vorhergesagt werden. 
Auf diese Parameter greifen Khanna et al. (2012) und Gao et al. (2013) in ihren Mo-
dellen zurück, die die Einbettung der Proppants als eine elastische Verformung der 
Formation beschreiben [12], [13]. Für die Beschreibung einer plastischen Verfor-
mung, wie sie etwa durch Alramahi und Sundberg (2012) oder Zhang et al. (2014) 
beschrieben wird, sind diese Materialkonstanten aber ungeeignet [10], [11].  
Zudem werden diese Größen vorwiegend an zylindrischen Proben bestimmt an die 
Anforderung hinsichtlich ihrer Abmaße gestellt werden. Üblicherweise habe diese 
Proben eine Länge von 70 bis 160 mm, bei vorgeschriebenen Schlankheitsgraden 
von 2 bis 3 ergeben sich dadurch Probendurchmesser, die zwischen 35 bis 56 mm 
liegen [46], [47]. Die an diesen Proben ermittelten Eigenschaften ergeben sich somit 
immer als ein integraler Wert für die gesamte Probe, dessen Betrag im Wesentlichen 
von den internen Eigenschaften des Probekörpers, insbesondere durch den Grad sei-
ner Homogenität und der Isotropie beeinflusst werden. So haben die Eigenschaften 
der gesteinsbildenden Minerale sowie deren Verteilung innerhalb der Matrix einen 
maßgeblichen Einfluss auf das mechanische Verhalten der Probe. 
Die expliziten Eigenschaften der Oberfläche bzw. die der Fluid Invasion Zone kön-
nen mit diesen Messverfahren nicht oder nur sehr ungenügend ermittelt werden, da 
diese in der Regel nur wenige Millimeter mächtig sind. Diese sind aber vor dem Hin-
tergrund der in dieser Arbeit betrachteten Skala (Proppant-Matrix-Kontakt) und unter 
Berücksichtigung, dass sich die mechanischen Eigenschaften in diesem Bereich in-
folge chemischer Wechselwirkungen zwischen Frac-Fluid und Formation verändern 
können, von besonderem Interesse für eine Bewertung der Einbettung. 
Ein Parameter, der explizit die Eigenschaften der Oberfläche eines Feststoffes be-
schreibt und somit eine Option darstellt, auch den Einfluss von Wechselwirkungen 
(die zu einer Veränderung der mechanischen Eigenschaften führen) zu quantifizie-
ren, ist die Oberflächenhärte. Da die in dieser Arbeit verwendete Definition der 
Oberflächenhärte kein klassischer Parameter zur Quantifizierung petrophysikalischer 
Eigenschaften ist, die entwickelten und vorgestellten Ansätze aber zum Teil auf die-
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ser Definition aufbauen, wird im Folgenden detailliert auf die Definition und die Be-
stimmung eingegangen. 
 Oberflächenhärte 2.4.1
Eine technisch und physikalisch eindeutige Definition des Begriffs der Härte existiert 
nicht. In Wissenschaft und Technik unterscheidet man daher in eine physikalische 
und eine technische Härte. Die Definition der physikalischen Härte wurde durch 
Heinrich Hertz gegeben. Sie ist diejenige Beanspruchung, welche im Grunde eines 
Kugeleindrucks beim Überschreiten der Elastizitätsgrenze auftritt. Gemeint ist dabei 
die Beanspruchung, bei der die ersten irreversiblen Gefügeveränderungen im Materi-
al auftreten. Da dieser Grenzwert aber messtechnisch nicht eindeutig zu bestimmen 
ist, kommt dieser Definition der Härte in den technischen Anwendungen eine eher 
geringe Bedeutung zu [48]. 
Deutlich verbreiteter ist der Begriff der technischen Oberflächenhärte (oder einfach 
nur Härte) und deren Quantifizierung. Hier werden diverse Verfahren erwähnt, deren 
Aufbau und Vorgehensweis auf explizite Fragestellungen verschiedener technischer 
Disziplinen ausgerichtet ist. In den Ingenieurwissenschaften unterteilt man im We-
sentlichen in Eindring-, Ritz-, und Schleifhärte, die sich in der Versuchsdurchfüh-
rung deutlich voneinander unterscheiden. Alle Verfahren beruhen aber darauf, dass 
ein harter Körper in einen weicheren Körper eingedrückt wird, bis eine auswertbare 
irreversible Verformung in der Oberfläche des Materials auftritt [49]. 
Die für diese Arbeit entscheidende technische Härte wird unter den Begriff der Ein-
dringhärte zusammengefasst. Das Prinzip des Messverfahrens ist schematisch in Ab-














Abbildung 6: Schematische Darstellung des Grundprinzip zur quantitativen Bestimmung der Oberflä-
chenhärte mittels unterschiedlicher Indenter-Geometrien und die Vermessung des Ein-
drucks 
Die Abbildung zeigt einen Indenter (Eindringkörper). In der Regel sind dies Kugeln 
(Hartmetallkugeln) oder Pyramiden (Diamant), die mittels einer Kraft (F) in die 
Oberfläche gedrückt werden. Dabei entsteht ein irreversibler Eindruck, dessen Aus-
maß durch die Vermessung des Durchmessers bzw. der Diagonalen (d) oder der Tie-
fe des Abdrucks (uz) bestimmt werden kann. 
Der sich einstellende Widerstand wird als Härte bezeichnet. Ihr quantitativer Betrag 
ergibt sich aus dem Quotienten der eingebrachten Kraft, mit der ein Prüfkörper ein-
gedrückt wird, zur Abdrucks- bzw. Projektionsfläche des bleibenden Abdrucks 
(Gleichung (6)) [50]. 
  (6) 
 Messverfahren zur Bestimmung der Eindringhärte 2.4.1.1
Zur Bestimmung der Eindringhärte existieren eine Reihe von Verfahren. Zu den Be-
kanntesten gehören die Härteprüfung nach Vickers, Rockwell und Brinell [51]. Diese 
Verfahren sind so konzipiert, dass sich durch sie verhältnismäßig günstig, schnell 
und nahezu zerstörungsfrei Werkstoffkenngrößen ermitteln lassen. Die Charakteris-
tik der Messverfahren ist bei den genannten im Grunde identisch. Es wird ein geo-
metrisch genau definierter Indenter (Prüfkörper) mit einer bestimmten Kraft in die zu 
prüfende Probe bzw. das zu prüfende Material gedrückt. Im Detail unterscheiden sie 
sich lediglich in der Geometrie des Indenters und in der geometrischen Betrachtung 
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Der Indenter beim Verfahren nach Brinell sind Hartmetallkugeln mit verschiedenen 
Durchmessern. Im Standardtestverfahren werden Kugeln mit einem Durchmesser 
von 1; 2,5; 5 und 10 mm verwendet. Als geometrische Bezugsgröße fließt die Kalot-
tenfläche des Eindrucks in die Berechnung der Härte ein. Vickers verwendet hinge-
gen eine quadratische Pyramide aus Diamant als Eindringkörper mit einem Öff-
nungswinkel von 136° und die Diagonalen des Abdrucks in der Prüfebene. Für das 
Rockwell-Verfahren stehen mehrere Indenterformen zur Verfügung, in Abhängigkeit 
von den Eigenschaften des zu prüfenden Materials kommen als Eindringkörper 
Hartmetallkugeln unterschiedlicher Durchmesser oder ein Diamantkegel (Öffnungs-
winkel 120°) zur Anwendung [51]. 
Welches Messverfahren zur Anwendung kommt, hängt im Wesentlichen von der 
Härte des Materials und der Dimension des Prüfkörpers ab. Zudem ist die Größen-
ordnung des betrachteten Gefüges ein Auswahlkriterium [49]. 
Man unterscheidet hier in Mikro- und Makrohärte. Die Mikrohärte kommt vorwie-
gend zur Anwendung, wenn einzelne Gefügebestandteile untersucht werden. Die 
Durchmesser bzw. Diagonalen der Eindrücke liegen in der Größenordnung von 5 – 
50 µm. Standardmäßig kommt hier das Verfahren nach Vickers mit einer quadrati-
schen Diamantpyramide zur Anwendung. Im Gegensatz dazu steht die Makrohärte. 
Hier ist der Ansatz, einen integralen Wert für das gesamte Gefüge zu bestimmen. Zu 
diesem Zweck stehen standardmäßig Eindringkörper mit einem Durchmesser von 1 
bis zu 10 mm beim Brinell-Verfahren und 3,175 mm beim Rockwell-Verfahren zur 
Verfügung [52]. 
Die in dieser Arbeit verwendete Definition der Härte folgt der Härte-Definition nach 
E. Meyer (1908) [53], [54]. Dieser definierte die Härte einer Oberfläche als den mitt-
leren Druck, der sich zwischen der Oberfläche eines sphärischen Eindringkörpers 
und des Eindrucks einstellt (Gleichung (7)). 
Die nach Meyer definierte Eindringhärte (HM) bezieht sich ebenso wie die Brinell-
Härte auf Messungen mittels der Kugeldruckprobe [55] und unterscheidet sich ledig-
lich in der Form der Auswertung. Im Gegensatz zur Härte nach Brinell, der die Kalo-
ttenfläche des Eindrucks verwendet, berücksichtigt Meyer die projizierte Fläche des 
Abdrucks [52], [56]. 











= =  (7) 
 Härte als mechanische Eigenschaft der Oberfläche 2.4.1.2
Im Gegensatz zur Festigkeit oder dem E-Modul ist die technische Oberflächenhärte 
keine Materialkonstante im klassischen Sinne, die unter der Berücksichtigung glei-
cher Randbedingungen kaum oder gar nicht von anderen äußeren Einflüssen abhängt 
und ihr Wert nicht durch die Messung selbst beeinflusst bzw. verändert wird. 
Untersuchungen zum Verhalten der Härte bei unterschiedlichen Prüfbedingungen 
haben gezeigt, dass die Härte nicht zwangsläufig unabhängig von den Versuchspa-
rametern wie der Kraft oder der Indentergeometrie ist. Dieses Verhalten liegt an der 
Charakteristik der Messverfahren, die auf dem Eindrücken eines härteren Körpers in 
einen weicheren basiert. Zur Quantifizierung dieses Widerstandes in Form eines 
Wertes ist es aber nötig, einen bleibenden Abdruck in der Prüffläche zu hinterlassen. 
Dieser kann vermessen werden, um dessen Größe ins Verhältnis zur eingetragenen 
Kraft zu setzen. Dies setzt einen Krafteintrag voraus, der zu einer irreversiblen Ver-
formung der Oberfläche führt. Diese plastische Verformung kann aber zu einer Ver-
änderung im Gefüge des Materials führen, die einen direkten Einfluss auf die zu be-
stimmende Größe, d. h. die Härte, hat. Dies bedeutet, dass bei gleichen Ausgangsbe-
dingungen, aber unterschiedlichen Belastungsgraden, die Härte keine Konstante ist, 
sondern variiert und eine Funktion der eingetragen Kraft darstellt. 
Dieses Verhalten muss, insofern die Härte nicht nur als reiner Parameter für den 
Vergleich unterschiedlicher Materialien dienen soll, für weitere Überlegungen be-
rücksichtigt werden. Einen Ansatz, der die Härte der Oberfläche nicht als Konstante 
sondern als Funktion der eingetragenen Kraft darstellt, liefert E. Meyer und das nach 
ihm benannte Gesetz [53], [57]. 
 Gesetz von Meyer 2.4.1.3
Meyer weist in seinen Arbeiten darauf hin, dass ein einzelner Wert zur Darstellung 
der Härte nicht herangezogen werden darf, da die Härte einer Oberfläche nicht 
zwangsläufig unabhängig von der Last und dem Durchmesser des verwendeten In-
denters ist. Er schlug deshalb vor, dass die Beziehung zwischen eingebrachter Kraft 
und mittlerem Druck als eine Kurve anzugeben ist.  
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Auf der Grundlage seiner umfangreichen Experimente an verschiedenen metalli-
schen Oberflächen entwickelte Meyer eine empirische Beziehung, die auch als das 
Gesetz von Meyer bekannt ist. Dies stellt einen Zusammenhang zwischen Kraft und 
Durchmesser des Eindrucks her (Gleichung (8)) [53], [58]. 
 F hm dα= ⋅  (8) 
In dieser Beziehung (Gleichung (8)) ist F die Kraft, d der Durchmesser des Ein-
drucks, hm eine spezifische Materialkonstante, die den Widerstand gegen das me-
chanische Eindringen beschreibt, und α der sogenannte Meyer Index, der den Effekt 
einer Gefügeveränderung auf die Härte des Materials berücksichtigt. In dieser Form 
stellt die Konstante hm die Kraft dar, die benötigt wird, um einen Eindruck mit ei-
nem Durchmesser von 1 mm zu erzeugen. 
Mit Hilfe des Exponenten α können Aussagen über Verfestigungsvorgänge in der 
Matrix getroffen werden. Dieser kann kleiner, gleich oder größer als 2 sein. Nur für 
α = 2 ist die Härte von der Belastung und dem Indenterdurchmesser unabhängig. Für 
α größer 2 wird der Härtewert mit sinkender Kraft kleiner. Das heißt, ein Anstieg der 
eingetragenen Last (F) führt zu einer Gefügeveränderung, die wiederum zu einer 
Verfestigung in der Oberfläche führt. Wenn hingegen α kleiner als 2 ist, wird die 
Härte mit sinkender Kraft größer. Dies bedeutet, dass ein Krafteintrag in der Ober-
fläche zu einer Entfestigung derselben führt. 
 Meyer-Analyse 2.4.1.4
Ermittelt werden der Exponent (α) und die Materialkonstante hm durch das Auftra-
gen der Kraft gegenüber dem Durchmesser des Eindrucks d in einem Doppelt-
logarithmischen-Diagramm. Hierbei ist α die Steigung zwischen den Messpunkten 
und hm der Schnittpunkt mit der Ordinate bei d = 1 mm. Diese Methode der analyti-
schen Betrachtung von Eindrücken ist auch als Meyer Analyse in den Werkstoffwis-
senschaften bekannt [54]. Abbildung 7 zeigt schematisch die Ermittlung der Kon-
stanten α und hm für Abdrücke eines Indenters mit konstantem Durchmesser. 
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Abbildung 7: analytische Betrachtung von Eindrücken nach Meyer in doppeltlogarithmischer Darstel-
lung für einen einzelnen Indenterdurchmesser (D) zur Ermittlung der Konstanten hm und α  
Zu beachten ist hier, dass die in Gleichung (8) und in Abbildung 7 dargestellten Zu-
sammenhänge nur Gültigkeit besitzen, wenn der Durchmesser (D) des verwendeten 
Indenters konstant ist. Sobald unterschiedlich große Indenter für die Erzeugung der 
Eindrücke verwendet werden, stellen sich unterschiedliche Werte für hm ein.  
Meyer fand heraus, dass α weitestgehend unabhängig vom Durchmesser des Inden-
ters (D) ist, lediglich die Materialkonstante hm ihren Wert ändert. Diese kann durch 
die folgende Beziehung (Gleichung (9)) zusammengefasst werden: 
 2 2 21 1 2 2 3 3 ...,HM hm D hm D hm D
α α α− − −= = =  (9) 
In dieser Gleichung ist HM ebenfalls eine Konstante, die den Einfluss des Indenter-
durchmessers normiert. 
Einen Ausdruck der sowohl den Indenterdurchmesser (D) und den Eindruckdurch-
messer (d) berücksichtigt, ergibt sich durch die Kombination der Gleichungen (8) 
und (9) zu Gleichung (10).  
 31 22 2 2
1 2 3
...,




α α α− − −
⋅⋅ ⋅
= = =  (10) 
Durch die Umformung der Gleichung (10) lässt sich nun der der Zusammenhang 
zwischen der Kraft (F) und dem Verhältnis aus Abdruckdurchmesser zu Indenter-
durchmesser (d/D) in Abhängigkeit der Materialkonstanten HM und α folgenderma-
ßen darstellen (Gleichung (11)) [57]: 











 Interpretation des Gesetzes von Meyer 2.4.1.5
Aus Gleichung (11) geht hervor, dass für geometrisch ähnliche Abdrücke, d. h. für 
konstante d/D-Verhältnisse, der Quotient aus Kraft (F) zum Quadrat des Indenter-
durchmesser (D) konstant sein muss. Dies bedeutet im Umkehrschluss, dass bei ei-
nem Eindringkörper mit einem Durchmesser von 10 mm bei einer Kraft von 3000 N 
das geometrische Verhältnis von d/D dasselbe ist wie bei einem Indenterdurchmesser 
von 5 mm und einer Kraft 750 N bzw. bei einem Durchmesser von 1 mm und einer 
Kraft von 30 N.  
Die für eine Bewertung der Einbettung relevanten Materialgrößen HM und α lassen 
sich ebenfalls durch das Auftragen der Messgrößen in einem doppeltlogarithmischen 
Diagramm erhalten. Bei diesem Ansatz muss das Verhältnis aus (F/D²) gegen den 
Quotienten aus (d/D) aufgetragen werden. Dies ist in Abbildung 8 verdeutlicht. Die 
Größe HM ergibt sich durch die Extrapolation der Graden an die Stelle d/D = 1 und 
hat die Dimension einer Spannung (N/mm²). Der Exponent α ist wie bei der Betrach-
tung in Abbildung 7 der Anstieg der Geraden. 
 
Abbildung 8: Bestimmung der Materialkonstanten HM und α 
Der durch das Gesetz von Meyer gegebene Ansatz ermöglicht die Nutzung von stan-
dardisierten Messverfahren wie etwa dem Brinell-Verfahren zur Bestimmung von 
Materialkenngrößen, die eine Einschätzung der Einbettung von sphärischen Körpern 
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per. Zudem könnte dieser Ansatz genutzt werden, um etwa den Effekt unterschiedli-
cher Frac-Fluide auf die Festigkeit der Formationsoberfläche zu quantifizieren. 
 Hydraulische Parameter 2.5
 Permeabilität 2.5.1
Die Permeabilität (k) quantifiziert die Durchlässigkeit eines porösen Mediums ge-
genüber eines viskosen Fluides. Sie ist eine reine Gesteinseigenschaft, die nur von 
der Geometrie des Porenraums abhängt und die Dimension einer Fläche hat. 
Da in natürlich gewachsenen Gesteinen aufgrund ihrer Genes die Porenraumgeomet-
rie sehr komplex sein kann, ist ein exakter Wert für deren Permeabilität nur mittels 
Durchströmungsversuchen zu ermitteln. Der so bestimmte Wert ist als integraler 
Wert zu verstehen, der die Durchlässigkeit der Probe in einem Mittelwert zusammen-
fasst [59]. 
 Porosität 2.5.2
Die Porosität (φ) als dimensionslose Größe ist neben der Permeabilität die zweite 
geometrische Größe, mit der ein poröser Strömungsraum quantifiziert wird. Sie ist 
definiert als der Quotient aus dem Porenvolumen zum Gesamtvolumen des betrach-








=  (12) 
Der Betrag der Porosität wird bestimmt von der Durchmesserverteilung, dem 
Formspektrum der involvierten Teilchen und der Art ihrer Packung. Allgemein kann 
festgehalten werden, dass je breiter die Durchmesserverteilung und je größer das 
Formspektrum ist, umso enger können die Partikel gepackt werden und dementspre-
chend klein ist die Porosität. Die Werte für zufällige Schüttungen aus Kugeln liegen 
naturgemäß zwischen dem minimal möglichen Wert von 0,26 und für lockere An-
ordnungen bei ca. 0,55 [60]. 
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 Strömungsgleichung für poröse und klüftige Medien 2.6
Die Beschreibung von isothermen Strömungsvorgängen in porösen und klüftigen 
Medien beruht auf zwei Erhaltungsgleichungen. Dies sind: 
• Kontinuitätsgleichung (Gesetz der Erhaltung der Masse), 
• und der Impulserhaltungssatz. 
Diese werden im Folgenden erläutert, sowie die mathematischen Beziehungen für die 
hier betrachteten Strömungsprozesse dargestellt. 
 Kontinuitätsgleichung 2.6.1
Die Kontinuitätsgleichung beschreibt die Massenerhaltung innerhalb eines Systems. 
Für die Strömung bedeutet dies, dass die Summe aller Zu-und Abflüsse über die 
Grenzen eines betrachteten Kontrollvolumens (KV) gleich der Massenänderung in-
nerhalb des Kontrollvolumens sein muss. Die Massenänderung beschreibt damit, die 
Fähigkeit des Kontrollvolumens Fluide zu speichern. Die Abbildung 9 zeigt ein KV 
im kartesischen Koordinatensystem. Dabei bezeichnet v die Geschwindigkeit und ρ 















Abbildung 9: dreidimensionales Kontrollvolumen mit einem Massenstrom in x-Richtung im kartesischen 
Koordinatensystem 
Für die Strömung eines Fluides mit der Dichte (ρ) in einem porösen Medium mit 
dem Volumen (V) und der Porosität (φ) kann dies für die Betrachtung einer zweidi-
mensionalen Strömung durch folgende Bilanzgleichung ausgedrückt werden (Glei-
chung (13)): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x y y y yx x x y y yv A v A v A v A Vt∆ ∆
ρ ρ ρ ρ ϕ ρ
+ +
∂  − + − =
    ∂
, (13) 
wobei hier: 
• vx und vy die Fließgeschwindigkeit in x- bzw. y-Richtung, 
• Ax und Ay die Querschnittsflächen des Kontrollvolumens in Strömungsrich-
tung (Gleichungen (14) und (15)) 
• und V das Volumen des KV’s beschreiben (Gleichung (16)). 
 xA y z∆ ∆= ⋅  (14) 
 yA x z∆ ∆= ⋅  (15) 
 V x y z∆ ∆ ∆= ⋅ ⋅  (16) 
Dividiert man die Gleichung (13) durch das Volumen (V) des Elements (Gleichung 
(16)) und lässt die Abstände ∆x und ∆y infinitesimal klein werden, so lässt sich die 
Kontinuitätsgleichung in zweidimensionaler Form in differentieller Schreibweise, 
wie folgt ausdrücken (Gleichung(17)): 






  (17) 
Die linke Seite der Gleichung enthält die Fließterme in der jeweiligen Raumrichtung, 
die rechte Seite stellt den Speicherterm dar. 
 Allgemeine Impulserhaltung – Navier-Stokes-Gleichung 2.6.2
Die Impulserhaltung in strömenden Fluiden wird allgemein durch die Navier-Stokes-
Gleichung beschrieben. Für ein inkompressibles Fluid, d. h. für eine Fluid dessen 
Dichte sich während des Strömungsprozesse nicht oder nur geringfügig ändert, kann 








⋅∇ + = ∇ − ∇
∂
 (18) 
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 Impulserhaltung in porösen Medien - Darcy-Gesetz 2.6.3
Für die Beschreibung der Impulserhaltung Newtonscher Fluide in porösen Medien 
greift man aber auf das Darcy-Gesetz zurück, welches letztlich eine spezielle Lösung 
der Navier-Stokes-Gleichung für laminare Strömung im porösen Raum darstellt [63]. 
Für eine eindimensionale Strömung lässt sich das Darcy-Gesetz in differentieller 





= − , (19) 
wobei in diesem Ausdruck: 
• vx die Filtergeschwindigkeit in x-Richtung, 
• kx die Permeabilität des Gesteins in x-Richtung, 




 der Druckgradient in x-Richtung ist. 
Multipliziert man die Gleichung (19) mit dem durchströmten Querschnitt (A) ortho-
gonal zur Strömungsrichtung, so erhält man den folgenden Ausdruck für das Darcy-
Gesetz, in dem Q ( xQ v A= ⋅ ) der volumetrische Durchfluss durch den durchflosse-





= −  (20) 
Die Kombination des Darcy-Gesetzes (Gleichung (19)) unter Erweiterung der Strö-
mung in y-Richtung mit Gleichung (17) führt zur folgenden partiellen Differential-
gleichung (Gleichung (21)), mit der eine Einphasenströmung in einem zweidimensi-
onalen porösen Medium beschrieben werden kann: 
 ( )
k p k p
x x y y t
ρ ρ ϕρ
η η
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ =  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (21) 
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 Impulserhaltung in porösen Medien - Kozeny-Carman 2.6.4
Das Darcy-Gesetz ist die Grundlage zur Beschreibung von Strömungsvorgängen im 
porösen Untergrund und wurde in einer Vielzahl von Experimenten verifiziert. Es 
zeigte sich hierbei, dass die Permeabilität (k) eines porösen Körpers nur von der Ge-
ometrie des Porenraums abhängt. Für einfache Geometrien des Strömungsraums ist 
es daher möglich, die Permeabilität mittels geometrischer Parameter zu beschreiben. 
Der verbreitetste Ansatz ist der von Kozeny und Carman (1956) vorgestellte [64]. 
Diese untersuchten geometrisch definierte Kugelbettungen hinsichtlich des Strö-














Hierbei bezeichnet φ die Porosität der Schüttung, ɶD  den charakteristischen Kugel-
durchmesser, vx die Strömungsgeschwindigkeit entlang der x-Koordinate und ω ei-
nen dimensionslosen Formfaktor, der heute als Kozeny-Carman-Konstante bekannt 
ist und für laminare Strömungen in Kugelschüttungen mit Werten zwischen 150 bis 
180 angegeben wird [65]. 
Der Ausdruck gleicht im Aufbau dem Gesetz nach Darcy (Gleichung (19) ) und bie-
tet somit die Möglichkeit, die Permeabilität (k) als eine Funktion der Porosität (φ) 
und dem charakteristischen Kugeldurchmesser ( Dɶ ) zu beschreiben 
chung (23) ). Den nachfolgenden Ausdruck erhält man durch die Substitution der 












Eine Reihe von Autoren untersuchten diese Beziehung und belegten deren Gültigkeit 
für Porositäten zwischen 0,3 ≤ φ ≤ 0,6 [66–69]. 
Der charakteristische Kugeldurchmesser bestimmt sich – insofern die betrachtete 
Schüttung aus unterschiedlich großen Kugeln besteht – nach folgender Beziehung 
(Gleichung (24)) [65]: 
















In diesem Ausdruck stellt xi die relative Häufigkeit der einzelnen Durchmesserfrakti-
onen (Di) in der aus m Einzelfraktionen bestehenden Schüttung dar. 
 Impulserhaltung in Klüften – Gesetz von Hagen-Poiseuille 2.6.5
Für die Beschreibung der Strömung in einer Kluft gilt das Gesetz von Hagen-
Poiseuille. Diese erkannten, unabhängig voneinander, bei ihren Untersuchungen zur 
Strömung viskoser Fluide innerhalb eines Spalts den proportionalen Zusammenhang 
zwischen angelegtem Druckgradient, Volumenstrom und der Spaltbreite. Es stellt 
ebenfalls eine spezielle Lösung der allgemeingültigen Navier-Stokes-Gleichung für 
eine laminare Strömung eines Newtonschen Fluides zwischen zwei parallelen Platten 












Abbildung 10: laminare Strömung zwischen zwei parallelen Platten 
Herleitung aus der Navier-Stockes-Gleichung 
Ausgehend von der Navier-Stockes-Gleichung für inkompressible Fluide (Gleichung 
(18)) und unter Berücksichtigung der folgenden Annahmen: 
• die Kluftöffnung (h) ist gering und gegenüber der Kluftbreite (b) und Kluft-
länge (l) deutlich kleiner, 
• der Druck über die Klufthöhe (h) kann als konstant angesehen werden, 
• die Geschwindigkeitsgradienten in x- und y- Richtung sind vernachlässigbar 
gegenüber denen in z-Richtung, 
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• die Kluftöffnung befindet sich in einer Ebene, 
• die Volumen- und Trägheitskräfte (Gravitations- und Corioliskräfte) sind ver-
nachlässigbar. 
• und die Oberflächen der Kluftwände sind makroskopisch glatt, 
reduziert sich die ursprüngliche Navier-Stokes-Gleichungen auf die Druck- und Rei-



























Löst man die Differentialgleichung unter Berücksichtigung, dass die Strömungsge-
schwindigkeit an der Kluftwand gleich null ist ( (0) ( ) 0
x x
v u h= = ) und 
( (0) ( ) 0y yv u h= = , laminare Strömung) und integriert über z, erhält man das parabo-
lische Geschwindigkeitsprofil der Strömung. Für die Strömungskomponente in x-
Richtung ist dies durch Gleichung (28) gegeben (vgl. Abbildung 10). 
 ( )21( )
2x
dp
v z z hz
dxη
= − ⋅ −  (28) 
Die Integration des Geschwindigkeitsprofils über die Klufthöhe h ergibt die spezifi-









q v z dz
dxη
−
= =∫  (29) 









q v z dz
dyη
−
= =∫  (30) 
Multipliziert man die Gleichung (29) mit der Breite (b) des durchflossenen Quer-
schnitt A ( A b h= ⋅ ), wobei b die Breite des Spaltes orthogonal zur Strömungsrich-
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= −  (31) 
Diese Beziehung (Gleichung (31)) ist auch als das Hagen-Poiseuillesche Gesetz be-
kannt, und stellt die spezielle Lösung der Navier-Stokes-Gleichung für eine laminare 
Strömung eines Newtonschen Fluides zwischen zwei parallel angeordneten Platten 
mit der Öffnungsweite h dar. In diese Gleichung fließt die Öffnungsweite (h) mit der 
dritten Potenz ein. Sie wird daher in der amerikanischen Literatur, auch als Cubic-
Law bezeichnet [72]. 
Vergleicht man das Hagen-Poiseuillesche Gesetz (Gleichung (31)) mit dem Darcy-
Gesetz (Gleichung (20)) und berücksichtigt, dass der durchflossene Querschnitt (A) 
gleich dem Produkt aus Öffnungsweite (h) und durchflossener Breite (b) ist (Glei-
chung (32)), ergibt sich die äquivalente Permeabilität (k) bezogen auf den Durchfluss 





k dp h dp
Q A A
dx dxη η






=  (33) 
Die Integration der Kontinuitätsgleichung (Gleichung (17)) über z unter der Annah-
me: 
• der Konstanz der Dichte über der Klufthöhe h  
• und das die Porosität gleich eins ist, 
führt zu folgenden Darstellung der Kontinuitätsgleichung (Gleichung (34)):  
 
0 0 0
( ) ( )
h h h




   ∂ ∂ ∂
− − =   
∂ ∂ ∂   
∫ ∫ ∫  (34) 
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Durch die Substitution der Gleichungen (29) und (30) in die Gleichung (34) erhält 
man den folgenden Ausdruck (Gleichung (35)), der auch als Reynolds-Gleichung 
bekannt ist und mit dem in der Geohydraulik Strömungsvorgänge in Klüften be-
schrieben werden [73]: 
 
( )3 3 hh p h p
x 12 x y 12 y t
ρρ ρ
η η
∂   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   
∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (35) 
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3 Modell zur Beschreibung der Einbettung 
Der folgende Abschnitt widmet sich dem numerischen Ansatz zur Berechnung der 
Einbettung einer Proppant-Schüttung. Betrachtet werden der Kontakt zwischen einer 
Kugel und einem Halbraum sowie der Kontakt zwischen rauen Oberflächen. Diese 
bilden die theoretischen Grundlagen des Ansatzes. Vorgestellt werden zudem zwei 
Lösungsansätze zur Bestimmung der Einbettung einer Proppant-Schüttung als Funk-
tion der Spannung und der Materialeigenschaften. 
 Kontakt Proppant – Formation 3.1
Die Einbettung von Proppants ist die Folge einer Deformation der Formation infolge 
der Einwirkung einer äußeren Kraft. Die Größe der Verformung wird bestimmt 
durch die mechanischen Eigenschaften der Formation und den Betrag der wirkenden 
Kraft. Diese ist eine Funktion der herrschenden Gebirgsspannung und der Proppant-
Verteilung auf der Kluftfläche. Eine Abstraktion dieses Problems auf ein einzelnes, 
als Kugel dargestelltes Proppant, zeigt die Abbildung 11. Dargestellt ist der Kontakt 
einer starren Kugel mit dem Durchmesser D und einem sich deformierenden Halb-










Abbildung 11: starre Kugel im Kontakt mit einem deformierbaren Halbraum 
Betrachtet man die Kugel als ein Lager, das den Halbraum abstützt und weist diesem 
eine Fläche (A) zu, kann der Betrag der Normalkraft (F), der auf die Kugel bzw. die 
Stützstelle wirkt, folgendermaßen berechnet werden (Gleichung (36)): 
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 zF Aσ= ⋅  (36) 
In Abhängigkeit von den Deformationseigenschaften des Halbraums führt der 
Krafteintrag zu einer Verschiebung des Halbraumes um uz in Richtung der wirken-
denden Kraft. Aus Gleichung (36) geht hervor, dass bei konstanter Spannung (σz) die 
Kraft (F), die auf die Kugel wirkt, proportional mit der Fläche (A) zunimmt. Da mit 
steigender Fläche die resultierende Kraft zunimmt, folglich auch die Verschiebung, 
ist für den Betrag der Verschiebung die durch eine Kugel gestützte Fläche entschei-
dend. Für eine endliche Anzahl von Kugeln auf einer Oberfläche kann dies durch die 
Packungsdichte der Kugelschüttung abgeschätzt werden. 
Die Packungsdichte einer Kreis- bzw. Kugelpackung ist das Verhältnis zwischen der 
in die Ebene projizierten Fläche der Kreise bzw. Kreissegmente innerhalb einer 
Grundfläche zur Fläche der Grundfläche (A0) (Gleichung(37)). Veranschaulicht ist 





=  (37) 
 
Abbildung 12: hexagonale Kreispackung (AP = Fläche der Kreissegmente, A0 = Fläche der Grundfläche) 
Die in Abbildung 12 gezeigte hexagonale Packung ist die dichteste Packungsform 
gleich großer Scheiben bzw. Kugeln in einer Ebene. Für diese Anordnung ergibt sich 
eine Packungsdichte (n) von ca. 0,91. Für eine quadratische Anordnung ist das Ver-
hältnis n ≈ 0,79 [74]. 
Ausgehende von der Packungsdichte (n) lässt sich die durch eine Kugel abgestützte 
Fläche (Ages) abschätzen. Aus dieser ergibt sich in Abhängigkeit von der wirkenden 
Spannung die resultierende Normalkraft (F). Für eine Abschätzung der Kraft ist es 
zweckmäßig, die Packungsdichte (n) vom Durchmesser der Kugel (D) abzuleiten und 
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die gestützte Fläche (Ages) als Funktion der Packungsdichte und des Durchmessers 
darzustellen. 
Die durch eine Kugel mit dem Durchmesser (D) abgestützte Fläche ergibt sich als 





A D n 0 n 1
4n
π= ⋅ ⋅ ∈ < ≤ℝ  (38) 
Die auf eine Stützstelle wirkende Einzelkraft (∆F) lässt sich durch die Kombination 








∆ σ= ⋅ ⋅ ⋅  (39) 
Eine analytische Abschätzung der auf eine Stützstelle wirkenden Kraft (∆F) für eine 
Kugelschüttung, deren Kugeln einen konstanten Durchmesser haben, ist in Abhän-
gigkeit von der Packungsdichte für verschiedene Spannungen in Abbildung 13 dar-
gestellt. 
 
Abbildung 13: Auf eine Kugel (D = 0,8 mm) wirkende Normalkraft als Funktion der Packungsdichte (n). 
Das Diagramm (Abbildung 13) zeigt in einer halblogarithmischen Darstellungsweise 
den Anstieg der wirkenden Kraft. Diese verhält sich umgekehrt proportional zur Pa-
ckungsdichte (n). 
Dieser Ansatz geht davon aus, dass bei einer gegebenen Packungsdichte alle Kugeln 
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haben. Bei Kugelschüttungen mit einer Durchmesserverteilung innerhalb der Schüt-
tung stellt sich aber ein anderes Bild dar. Besteht die Schüttung aus Kugeln mit un-
terschiedlichen Durchmessern, werden für einen gegebenen Zustand (Spannung und 
Eigenschaften Halbraum) nur Kugeln im Kontakt mit dem Halbraum stehen, die ei-
nen bestimmten Durchmesser haben. Kugeln, die kleiner als dieser Durchmesser 
sind, haben keinen Kontakt mit dem Halbraum und können folglich auch keine Kraft 
aufnehmen. Dies bedeutet, dass selbst bei hohen Packungsdichten die durch eine 
Kugel abgestützte Fläche sehr große Beträge annehmen kann und folglich auch die 
wirkende Kraft.  
Die nach Gleichung (39) bestimmte Kraft in Abhängigkeit der Packungsdichte kann 
daher nur als Richtwert gelten, da sie bei Schüttungen mit einer Durchmesser-
verteilung zu geringe Einzelkräfte bestimmt. 
 Kontakt zwischen rauen Oberflächen 3.2
Für das weitere Vorgehen ist es sinnvoll, den Kontakt zwischen rauen Oberflächen 
zu betrachten und zusätzlich die Begriffe wahre- und scheinbare Kontaktfläche ein-
zuführen. 
Den Ansatz dafür liefern Bowden und Tabor (1939) [75]. Diese erkannten bei ihren 
Untersuchungen zur Haft-und Gleitreibung den Einfluss der Rauheit der Oberflächen 
hinsichtlich des Kontaktes zwischen sich berührenden Körpern und entwickelten ein 
Modell, das unter dem Konzept der wahren Kontaktfläche bekannt ist. Nach Bowden 
und Tabor führt die Rauheit, die selbst polierte Oberflächen aufweisen dazu, dass 
sich die Körper, werden sie unter Normalbelastung in Kontakt gebracht, nur in ein-
zelnen Rauheitsspitzen (den so genannten Asperiten) berühren und nicht auf der ge-
samten Grundfläche. Es wird daher unterschieden in eine scheinbare Kontaktfläche 
(A0), die die geometrische Grundfläche darstellt und eine tatsächlichen Kontaktflä-
che (AK) in der sich die Asperiten berühren. Schematisch verdeutlicht wird dies in 
Abbildung 14. 
Die betragsmäßige Größe der sich ausbildenden wahren Kontaktfläche ergibt sich 
aus der Summe der Fläche der einzelnen Kontakte und wird in ihrer Größenordnung 
durch die wirkenden Normalkraft (F), mit der die Körper zusammengedrückt werden 
und die Materialeigenschaften der Oberflächen bestimmt. 












Abbildung 14: Konzept der wahren- und scheinbaren Kontaktfläche nach Bowden und Tabor 
Der Zusammenhang zwischen der wirkenden Normalkraft (F) und der Größe der 
wahren Kontaktfläche (AK) kann unter der Annahme, dass sich die Kontaktspitzen 
plastisch verformen (was in der Regel für den ersten Kontakt zwischen zwei rauen 
Oberflächen angenommen werden), kann durch die folgende lineare Beziehung dar-
gestellt werden (Gleichung (40)) [75–77]: 
 0 KF Aσ= ⋅  (40) 
Der Proportionalitätsfaktor (σ0) ist die Oberflächenhärte des Materials (oder einfach 
nur Härte). 
Die resultierende Normalkraft ergibt aus dem Produkt aus scheinbarer Kontaktfläche 
(A0) und der Spannung (σz), die auf ihr wirkt (Gleichung (41)):  
 0zF Aσ= ⋅  (41) 
Durch die Kombination der Gleichungen (40) und (41) ergibt sich Gleichung (42), 
die die tatsächliche Kontaktfläche (AK) als Funktion der Oberflächenhärte (σ0), der 











=  (42) 
 Modell von Greenwood und Williamson - geometrische Beschrei-3.3
bung der Oberfläche 
Wie bereits im oberen Abschnitt beschrieben, ist die wahre Kontaktfläche zwischen 
zwei Körpern kleiner als die überdeckende Kontaktfläche, da sich die Körper nur in 
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einzelnen Rauheitsspitzen berühren. Die Beschaffenheit der Oberfläche, die durch 
die Rauigkeit beschrieben werden kann, hat demnach einen Einfluss auf die sich ein-
stellende Kontaktfläche und infolge dessen auch auf die Verschiebung der Flächen 
infolge eines Krafteintrags. 
Einen Ansatz zur Beschreibung des Kontaktes zwischen rauen Oberflächen unter 
Berücksichtigung der Oberflächenbeschaffenheit lieferten Greenwood und William-
son (1966) [78], [79]. Diese stellten ein Modell vor, mit dem das Kontaktproblem 
zwischen natürlich rauen Oberflächen unter Berücksichtigung einer statistischen 
Verteilung der Rauheitsspitzen (Asperiten) auf den Oberflächen unter Normalkraft-
einfluss (F) beschrieben werden kann. 
Sie abstrahieren das Problem auf eine raue Oberfläche, die sich im Kontakt mit einer 
glatten Oberfläche befindet. Die raue Oberfläche wird mit Hilfe von Asperiten, deren 
Spitzen den gleichen mittleren Krümmungsradius ( R ) haben und deren Höhen 
stochastisch um ein Mittelniveau (z = 0) verteilt sind, beschrieben. Dieses Modell ist 




Abbildung 15: Kontakt zwischen rauen Oberflächen nach Greenwood und Williamson 
Befinden sich die Flächen im Kontakt, so ist h0 der Abstand der glatten Ebene zum 
Mittelniveau der Rauheitsspitzen. Dieses wird als Null auf der z-Achse dargestellt. 
Die Höhe eines einzelnen Asperiten ist zi. Die Eindringtiefe (uz) eines Asperiten mit 
der Höhe zi beträgt demnach (Gleichung (43)): 
 z i i 0u z h= −,  (43) 
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Die projizierte Kontaktfläche (∆AK) eines einzelnen Kontakts lässt sich mithilfe der 
geometrischen Beziehung für einen Kugelsegment in Abhängigkeit der Verschie-
bung wie folgt bestimmen (Gleichung (44)): 
 ( ) ( )( )20 02K i i iA R z h z h∆ = π − − −,  (44) 
Wie viele Asperiten im Kontakt mit der glatten Oberfläche stehen, bestimmt die 
Rauheit der Oberfläche. Dies beschreiben Greenwood und Williamson mit Hilfe ei-
ner Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion Φ (z) [80]. Für eine normalverteilte Höhen-
verteilung der Kontaktspitzen lässt sich die Dichtefunktion folgendermaßen darstel-













Φ =   π 
/
 (45) 
Hierbei ist Rq der quadratische Mittelwert der Höhenverteilung der Rauheitsspitzen, 
der durch den folgenden Ausdruck bestimmt wird (Gleichung (46)): 
 ( )2qR z z= =  (46) 
Legt man eine endliche Anzahl unabhängiger Asperiten (K) auf der Oberfläche zu-
grunde, lässt sich die Anzahl der Asperiten, die im Kontakt mit der Oberfläche ste-





κ = Φ∫  (47) 
Der Betrag der gesamten Kontaktfläche berechnet sich durch die Kombination der 
Gleichungen (44) und (47) (Gleichung(48)): 
 ( ) ( ) ( )( )
0
2
K i 0 i 0
h
A K z 2R z h z h dz
∞
= π Φ − − −∫  (48) 
Durch die Kombination der Gleichung (42), die die Kontaktfläche in Abhängigkeit 
von den Materialeigenschaften beschreibt, mit Gleichung (48), die die geometrischen 
Eigenschaften berücksichtigt, erhält man den folgenden Ausdruck (Gleichung (49)): 
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 ( ) ( )( )
0
20
0 i 0 i 0
z h
A K z 2R z h z h dz
∞
σ
= π ⋅ Φ − − −
σ ∫
( )  (49) 
Dieser ermöglicht es, die Verschiebung uz für einen gewünschten Spannungszustand 
zu bestimmen und berücksichtigt dabei sowohl die geometrischen Eigenschaften 
(Rauheit) als auch die mechanischen Eigenschaften (Härte) der Oberfläche. 
 Bestimmung der Verschiebung auf Basis der Meyer-Härte 3.4
Der analytische Ansatz zur Bestimmung der Verschiebung einer rauen Oberfläche 
infolge eines Spannungseintrags, gegeben durch die Gleichung (49), basiert auf dem 
Konzept der minimalen Kontaktflächen. Dieser Ansatz geht von einer rein plasti-
schen Verformung des Halbraums durch die raue Oberfläche, die durch die Höhen-
verteilung mittels der Dichtefunktion (Gleichung (45)) beschrieben werden kann, 
aus. In diesen Ansatz fließt die charakteristische Materialeigenschaft des Halbraums 
(Härte) in Form einer „klassischen“ Material-Konstante ein, die eine Eigenschaft des 
Materials als weitestgehend unabhängig von äußeren Einflüssen, wie z. B. einem 
Krafteintrag, beschreibt. Für die Härte als mechanische Eigenschaft trifft diese Defi-
nition aber nicht zwangsläufig zu (vgl. Abschnitt 2.4.1). 
Eine Verbesserung des analytischen Ansatzes könnte daher die Kombination des 
Ansatzes zur Beschreibung einer rauen Oberfläche nach Greenwood und Williamson 
(vgl. Abbildung 15) mit der Härte-Definition nach Meyer (Gleichung (11)) sein. Die 
Kombination der Gleichung (47), die die Anzahl im Kontakt stehender Asperiten für 
eine vorgegebene Verschiebung beschreibt, mit dem Gesetz von Meyer (Gleichung 
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= Φ − − −∫  (50) 
Dieser Ausdruck bestimmt die resultierende Normalkraft (FN) in Abhängigkeit einer 
Verschiebung der rauen Oberfläche, die durch eine Dichtefunktion (Φ(z)) und den 
mittleren Radius ( R ) der Asperiten charakterisiert ist, entlang der z-Koordinate un-
ter Berücksichtigung der Härte-Definition nach Meyer.  
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4 Numerische Umsetzung 
Das folgende Kapitel widmet sich den numerischen Algorithmen, die im Zuge dieser 
Arbeit mittels der Softwareumgebung MATLAB® umgesetzt wurden. Beschrieben 
wird zum einen die Umsetzung eines Strömungssimulators zur Lösung der Strö-
mungsgleichungen. Der zweite Teil beschreibt die numerische Umsetzung der in 
Kapitel 3 beschriebenen Theorie zur Bestimmung der Einbettung einer Proppant-
Schicht in einen deformierbaren Halbraum, dessen mechanische Eigenschaften durch 
die Theorie nach Meyer beschrieben werden. Darüber hinaus wird ein gekoppeltes 
System vorgestellt, welches die Kluftströmung mittels des Konzepts der minimalen 
Kontaktfläche kombiniert. Damit kann auf theoretischer Basis die Entwicklung der 
Leitfähigkeit einer rauen Kluft für unterschiedliche geometrische Zustände, welche 
sich infolge einer Belastungsänderung ergeben, berechnet werden. Diese Modelle 
dienen sowohl der Abschätzung der Entwicklung der Leitfähigkeit in natürlich vor-
kommenden Klüften als auch der Bewertung der Leitfähigkeit von künstlich erzeug-
ten Rissen, in denen keine Proppants eingesetzt werden (self-propping). 
 Numerische Lösung der Strömungsgleichung 4.1
Für die Lösung partieller Differentialgleichungen (PDG) greift man in der Regel auf 
numerische Verfahren zurück, da analytische Lösungen nicht bekannt oder nur für 
Sonderfälle existieren, die bestimmte Anforderungen an die Geometrie und die 
Randbedingungen des betrachteten Problems stellen. Für komplexere Probleme, die 
sich durch spezielle Geometrien oder inhomogene Parameterverteilungen ergeben, 
sind die bekannten analytischen Lösungen nur durch starke Vereinfachungen an-
wendbar. Daher müssen die Differentialgleichungen, sollen sie auf komplexe Prob-
leme angewandt werden, mittels numerischer Verfahren gelöst werden. 
Diese Verfahren basieren auf einer räumlichen Diskretisierung des Gebietes in denen 
die Variablen berechnet werden sollen. Das heißt das räumliche Untersuchungsge-
biet, wird durch ein numerisches Gitter, das im Wesentlichen eine diskrete Darstel-
lung der Geometrie des Gebietes ist, definiert. Mittels der Diskretisierung wird das 
kontinuierliche Gebiet durch eine endliche Anzahl diskreter Punkte bzw. Zellen dar-
gestellt, an denen die partielle Differentialgleichung gelöst und die gesuchten Variab-
len berechnet werden [61]. 
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Zu den verbreitetsten Diskretisierungsverfahren gehören: 
• die Finite-Differenzen-Methode 
• die Finite-Volumen-Methode 
• die Finite-Elemente-Methode 
Ist das betrachtete Problem zeitabhängig, also ein sogenanntes instationäres Problem, 
ist zudem eine zeitliche Diskretisierung nötig. Dabei wird ähnlich wie bei der räum-
lichen Diskretisierung das betrachtet Zeitintervall [t0,T] in endliche Teilintervalle ∆t 
zerlegt [81]. 
Ziel aller Diskretisierungsverfahren ist es, die PDG in ein System algebraischer Glei-
chungen für diskrete Punkte in Raum und Zeit zu überführen, welche mittels des 
Einsatzes von digitaler Rechentechnik gelöst werden können. 
 Finite-Differenzen-Methode 4.1.1
Der in dieser Arbeit verwendete Ansatz beruht auf der Methode der Finiten Differen-
zen. Dabei wird das Untersuchungsgebiet durch ein strukturiertes Gitter dargestellt. 
Die Ableitungen der gesuchten Funktion an den Gitterpunkten werden durch Diffe-
renzenquotienten approximiert. Die Differentialgleichung wird auf diese Weise 
durch ein System von Differenzengleichungen angenähert, welches anschließend 
mittels numerischer Algorithmen zur Lösung von Gleichungssystemen gelöst werden 
kann. 
Die Grundidee der Finiten Differenzen Methode ist es, die Differentiale der Grund-
gleichung an den Gitterpunkten des diskretisierten Gebietes (vgl. Abbildung 16) 
durch finite Differenzen zu approximieren. Die Grundlage für die Überführung der 
Differentiale in finite Differenzen bildet die Taylorreihenentwicklung. Mit diesem 
Verfahren können Funktionswert ( ( )f x ) einer Funktion ( f ) an der Stelle x + ∆x 





Abbildung 16: ungleichförmiges zweidimensionales Gitter 
Die Entwicklungsvorschriften der Taylorreihenentwicklung als zentrale Differenz 
zwischen drei diskreten Punkten ist in der einschlägigen Literatur hinreichend be-
schrieben [83–85]. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle auf die allgemeine Her-
leitung der Approximation der Differentiale erster und zweiter Ordnung als zentraler 
Differenzenquotient verzichtet, sondern die Ergebnisse der Reihenentwicklung direkt 
angegeben. 
Die Diskretisierung der Differentialgleichung erfolgt an einem nicht-äquidistanten 
Gitter (vgl. Abbildung 16). Das heißt, die Größe der einzelnen Elemente (KV), die 
durch die Größen ∆xi,j und ∆yi,j definiert werden, können variieren. Des Weiteren 
werden die Differenzenquotienten so gebildet, dass eine räumlich inhomogene Ver-
teilung der strömungsrelevanten Parameter wie der Permeabilität und des Strö-
mungsquerschnitts berücksichtiget wird. 
Als zentrale Differenz des Differential 2. Ordnung ergibt sich für den Fließterm in x-
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Die aus der Taylorreihenentwicklung herrührenden Ableitungen höherer Ordnung 
werden in der Gleichung (51) im Term O  zusammengefasst und als sogenannter 
Abbruchfehler vernachlässigt. Denn bei entsprechend kleinen Abständen zwischen 
den Gitterpunkten, d. h. zwischen i,j i-1,j bzw. i+1,j i,j werden die Terme höherer 
Ordnung entsprechend klein, da der Abstand als Faktor mit einer Potenz von zwei 
und größer in den Term einfließt [61], [83]. Somit wird Gleichung (51) durch fol-
gende Gleichung approximiert (Gleichung(52)): 
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 lassen sich ebenfalls mithilfe der Taylorrei-
henentwicklung als zentrale Differenz darstellen. Für die Approximation um den 
Punkt i, j in negativer Richtung (i-1/2, j), das heißt zwischen den Punkten i-1, j und i, 
j, lautet sie folgendermaßen (Gleichung (53)): 
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p pp
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 (53) 
In positiver Richtung (i-1/2,j), das heißt zwischen den Punkten i, j und i+1, j ergibt 
sie sich wie folgt (Gleichung (54)): 
 i 1, j i , j
i 1/ 2 , j i 1, j i , j
p pp





∂ ∆ + ∆ 
  (54) 
Durch das Einsetzen der Gleichungen (53) und (54) in die Gleichung (51) ergibt sich 
für den Flussterm in x-Richtung die folgende Approximation des Differentials 2. 
Ordnung in Form finiter Differenzen (Gleichung (55)): 
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analog dazu die Gleichung (56) für die Entwicklung des Flussterms in y-Richtung. 
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 (56) 
Diese Ausdrücke enthalten auf der rechten Seite nur noch algebraische Ausdrücke 
und können somit theoretisch berechnet werden. 
 Randbedingungen – Formulierung für die Randgebiete – Implementie-4.1.2
rung der Randbedingungen 
Die betrachteten Strömungsprobleme sind Randwertprobleme, das heißt die gesuchte 
Größe (in diesem Fall ist es der Druck (p) oder der Gradient der gesuchten Größe) ist 
auf den Rändern des Lösungsraums bekannt (vgl. Abbildung 16) [88]. Dies muss bei 
der Formulierung die finiten Differenzen für die Randelemente berücksichtigt wer-
den. An den Rändern des diskretisierten Gebietes können die Differentiale aber nicht 
mehr durch zentrale Differenzenquotienten abgebildet werden, sondern nur noch 
durch einseitige Vorwärts- bzw. Rückwertsdifferenzenquotienten, da Punkte außer-
halb des diskretisierten Gebiets nicht bekannt sind [87]. Dies führt für eine Zelle am 
linken Rand bei i = 1 und mit einem Druck (p = pL) auf dem Rand der Zelle zur fol-
genden Formulierung des Fließterms als finite Differenz (Gleichung (57)):  
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Analog dazu ergibt sich für die rechte Seite des Strömungsgebiets für die Zellen-
Blöcke bei i = N, j folgende Näherung (Gleichung (58)): 
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Der Druck am äußeren Rand der Zellen sei an dieser Seite p = pR. 
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In dieser Form (Gleichung (57) und (58)) sind die Randbedingungen als Randbedin-
gungen 1. Art (Dirichlet-Randbedingung) formuliert. Das heißt die gesuchte Größe 
(p) ist auf den Rändern des Gebietes bekannt bzw. vorgegeben [89]. Von einer 
Randbedingung zweiter Art bzw. Neumann-Bedingung spricht man, wenn der Gradi-
ent der gesuchten Größe auf dem Rand des Gebietes vorgegeben wird. Das heißt 
p x∂ ∂  bzw. p y∂ ∂  sind bekannt. Bezieht man sich auf das Darcy-Gesetz (Glei-
chung (20)) erkennt man, dass der Druckgradient ( p x∂ ∂ ), linear vom Volumenstrom 
(Q) abhängt. Dies bedeutet, mit einer Randbedingung zweiter Art, kann der Einfluss 
von Zu- und Abflüssen auf die Druckentwicklung innerhalb des Strömungsgebiets 
untersucht werden. 
Undurchlässiger Rand 
Ein Spezialfall dieser Randbedingung ist ein undurchlässiger Rand zwischen zwei 
Zellen bzw. ein Rand, der das Gebiet nach außen abgrenzt [88], [89]. Über diese 
Ränder findet keine Kommunikation in Form eines Volumenstroms oder Drucküber-
tragung statt, d. h. der Volumenstrom (Q) und der entsprechende Druckgradient sind 
null. Somit wird der entsprechende Fließterm in der zentralen Differenzen Approxi-
mation Null (vgl. Gleichung (52)). Exemplarisch sei der Rand zwischen den Zellen i, 
j und i, j-1 ein undurchlässiger Rand (vgl. Abbildung 16).  
Die entsprechende Formulierung für die Differenzengleichung des Fließterms in y-
Richtung für die Zelle i, j stellt sich somit wie folgt dar (Gleichung (59)): 
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 Mittlere Leitfähigkeit zwischen zwei Blöcken 4.1.3
In den Gleichungen (55) bis (59) lassen sich die Ausdrücke vor den Druckdifferen-
zen zu einem Term zusammenfassen. Für die Gleichung (55) ist dies exemplarisch in 
der Gleichungen (60) für den Druckgradient in positiver und in Gleichung (61) in 
negativer x-Richtung dargestellt. Für den Strömungsanteil in y-Richtung (Gleichung 
(56) ist dies durch die Gleichungen (62) und (63) dargestellt. 
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Die Terme i 1/2,jTx +  und i 1/2,jTx −  fassen die charakteristischen Größen für die Betrach-
tung des Druckgradienten zwischen zwei diskreten Punkten im Raum in einem ent-
sprechend gemittelten Wert zusammen (vgl. Abbildung 16). In diesem Zusammen-
hang wird diese Größe auch als numerische Zellblock-Transmissibilität bezeichnet 
[89]. In einem zweidimensional diskretisierten Gebiet gehören zu jeder Zelle vier 
Transmisivitäten jeweils zwei in jede Raumrichtung (vgl. Abbildung 16) [89]. Durch 
diese Größen werden die ort- und richtungsabhängigen Unterschiede in den hydrau-
lisch relevanten Parametern zusammengefasst und ein Mittelwert für zwei benach-
barte Zellen gebildet. Der Betrag dieser Werte bestimmte sich formal aus drei Ter-
men. 
Eine durch die Diskretisierung vorgegebene geometrische Konstante, die den Ab-
stand zwischen den Punkten berücksichtigt (Gleichung (64)). 
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Einen Anteil, der den funktionalen Zusammenhang zwischen der Viskosität und den 
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und einen Anteile, der die räumlich abhängigen Größen (Permeabilität und Höhe) 
zusammenfasst (Gleichung (66) und (67)). 
 1/2, ( )i jk k f x+ = =  (66) 




Mittlere Permeabilität k  
Die mittlere Permeabilität zwischen zwei Zellblöcken lässt sich mittels des Darcy-
Gesetzes (Gleichung (20) ) bestimmen. Umformuliert und integriert über die Zellen i, 
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Die abschnittsweise Integration der linken Seite der Gleichung (68) über die Längen 
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Definiert man die mittlere Permeabilität k  wie folgt (Gleichung (70)): 
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Durch das Umformen der Gleichung (70) ergibt sich die mittlere Permeabilität als 
gewichtetes harmonisches Mittel der Permeabilitäten der Blöcke i, j und i+1,j (Glei-
chung (71)). 
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Analog lässt sich die mittlere Permeabilität zwischen den Zellen i und i-1 bestimmen 
(Gleichung (72)). 
 
i 1, j i , j
i 1/ 2, j
i 1, j i , j













  (72) 
Diese Methode zur Bildung einer mittleren Permeabilität geht von einer inhomoge-
nen Verteilung der Permeabilität im Strömungsgebiet aus, die sich nicht als eine ste-
tige Funktion der räumlichen Koordinaten darstellen lässt. Die Bestimmung der mitt-
leren Permeabilität in y-Richtung ist äquivalent, die finiten Differenzen in x-
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Richtung werden hier durch die Differenzen in y-Richtung der betreffenden Zellen 
ersetzt. 
Mittlere Höhe h 
Die Bildung einer äquivalenten mittleren Höhe h für zwei verbundene Zellen mit 
verschiedenen Höhen (
, 1,+≠i j i jh h ) kann durch zwei Ansätze beschrieben werden.  
Geht man von einer unstetigen Verteilung aus, erfolgt die Bestimmung von h den 
Vorschriften zur Bildung einer mittleren Permeabilität (k ) (vgl. Gleichung (72)). Die 
mittlere Höhe zwischen den Zellen i-1, j; i, j und i+1, j ergibt sich demnach folgen-
dermaßen: 
• in positiver Richtung zwischen den Zellen i, j und i+1, j (Gleichung (73)) 
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• in negativer Richtung zwischen den Zellen i-1, j und i, j (Gleichung (74)) 
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Lässt sich die Höhe (h) respektive die Mächtigkeit des durchströmten Querschnittes 
als eine Funktion des Orts darstellen, d. h. ( , )h f x y=  (vgl. Abbildung 17), bildet 
sich die mittlere Höhe ( )h  mittels des Mittelwertsatz der Integralrechnung (Rie-
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Abbildung 17: stetiger Verlauf der Reservoirmächtigkeit bzw. Kluftmächtigkeit 
Dies lässt sich in Anlehnung an die Darstellungsart der mittleren Permeabilität in 
Form von in Form Finiter Differenzen folgendermaßen Darstellen: 
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Mittlere Viskosität η 
Sieht man vor, dass ein funktionaler Zusammenhang zwischen Viskosität (η) und 
Druck (p) besteht, lässt sich die mittlere Viskosität (η ) ebenfalls mit dem Mittel-
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= ) und als Fluidität be-
zeichnet wird. Geht man davon aus, dass der Druckgradient zwischen den beiden 
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betrachteten Zellen konstant ist, kann die mittlere Fluidität λ  folgendermaßen be-
stimmt werden: 
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Die Bildung der Mittelwerte für die Transmissibilitäten in y-Richtung ist äquivalent 
zu den hier vorgestellten in x-Richtung. 
 Strömung in rauen Klüften 4.1.4
In den numerischen Strömungsmodellen wird die Rauheit realer Kluftoberflächen, 
welche letztendlich zu einer ortsabhängigen Öffnungsweitenverteilung innerhalb 
einer Kluft führt, durch eine endliche Anzahl von Elementen verschiedener Höhen 
bzw. verschiedener Öffnungsweiten dargestellt. Die Abbildung 18 zeigt in einer 
zweidimensionalen Darstellung den räumlichen Diskretisierungsansatz zur Darstel-
lung unregelmäßiger Öffnungsweitenverteillungen in einer Kluft.  
 
Abbildung 18: Diskretisierung einer rauen Kluft mittels finiter Differenzen 
Die mathematische Grundlage für die Beschreibung des Strömungsprozesses in Klüf-
ten bildet die Reynolds-Gleichung (Gleichung (35)), mit der in Abhängigkeit von der 
Spalt- bzw. Öffnungsweite (h) die Druckverteilung innerhalb eines Spaltes beschrie-
ben werden kann. Die Lösung dieser partiellen Differentialgleichung für komplexere 
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Probleme, die sich etwa durch eine unregelmäßige Öffnungsweitenverteilung erge-
ben, ist ebenfalls nur numerisch möglich. 
Die Diskretisierung der einzelnen Differentiale der Gleichung (35) in numerisch lös-
bare Differenzen folgt der im Abschnitt 4.1.3 vorgestellten Diskretisierung der Glei-
chung (21) mittels der Taylorreihenentwicklung (vgl. hierzu die Gleichungen (55) 
und (56) für die Diskretisierung der Differentiale in x- und y- Richtung). Als ortsab-
hängige Funktionswerte zur Beschreibung des Strömungswiderstandes fließt an Stel-
le der Permeabilität (k) aber der Ausdruck h²/12 in die Gleichungen ein (vgl. Glei-
chung (33) äquivalente Permeabilität)  
Für die Zell-Block-Transmissibilität zwischen drei benachbarten Zellen (i-1, j; i, j; 
und i+1, j) ergeben sich somit für die Betrachtung einer Kluftströmung die folgenden 
Ausdrücke für die x-Richtung (Gleichung (81) und (82)): 
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 (82) 
analog für die Strömung in y-Richtung Gleichung (83) und (84): 
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 (84) 
Aufgrund der unterschiedlichen diskreten Öffnungsweiten (hi,j) der benachbarten 
Zellen muss für die Quantifizierung der Transmissibilitäten (Gleichung (81) bis (84)) 
ein entsprechender Mittelwert zwischen den Öffnungsweiten ( h) gebildet werden. 
Dieser ergibt sich als gewichtetes harmonisches Mittel aus den diskreten Öffnungs-
weiten der benachbarten Zellen (vgl. (Gleichung (73)) und (Gleichung (74)). 
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 Zeitliche Diskretisierung 4.1.5
Analog zur örtlichen Diskretisierung der linken Seite der Gleichung (21) muss die 
rechte Seite zeitlich diskretisiert werden. Die zeitliche Ableitung ist ein Differential 
1. Ordnung, wobei die Lösung am Punkt i, j zum Zeitpunkt t + ∆t gesucht wird. Die 
Bildung der Vorwärtsdifferenz mithilfe der Taylor-Reihenentwicklung führt zu fol-
gender Gleichung (85): 
 
t t t t









  (85) 
In diesem Ansatz wird neben der Permeabilität (k) auch die Höhe (h) als räumlich 
variable Größe betrachtet. Dies erfolgt durch die Multiplikation der Grundgleichung 
(21) mit der Höhe (h). Durch diese Multiplikation erscheint die Größe h sowohl vor 
den Fließtermen (linke Seite Gleichung (21)), als auch auf der rechten Seite der Glei-
chung (21) und muss dementsprechend bei der Bildung der Differenz berücksichtigt 
werden.  
Die zeitliche Diskretisierung des Speicherterms der Gleichung (21) in Differenzen-
schreibweise lautet wie folgt (Gleichung (86)): 
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 (86) 
Die Terme vor der Differenz (Gleichung (86)) werden zu dem sogenannten spezifi-
schen Speicherkoeffizienten ( ,i jSp ) für die jeweilige Zelle zusammengefasst (Glei-












 Lösungsverfahren - Differenzengleichung 4.1.6
Durch die Substitution der räumlichen und zeitlichen Differenzenausdrücke (Glei-
chungen (60) - (63) ) und (86) in die Ausgangsgleichung (21) erhält man eine Ap-
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bekannt. Alle anderen Terme in der Gleichung beziehen sich auf den Zeitpunkt t und 
sind somit bekannt. Die Lösung kann in dieser Form direkt aus den bekannten Wer-
ten gebildet werden. Allerdings stellt diese Art der Formulierung besondere Anforde-
rungen an die räumliche und zeitliche Diskretisierung, da sie nicht bedingungslos 
stabil ist. 
Wird die Gleichung (88) nach p zum Zeitpunkt t aufgelöst und die zu einem Punkt 
gehörigen Transmissibilitäten zu einem Koeffizienten (a – f) zusammengefasst lässt 
die Gleichung (88) folgendermaßen darstellen (Gleichung (89)): 
 
, 1, , 1, , 1, , , , , , ,− − + +
+∆ +∆ +∆ +∆ +∆+ + + + =
i j i i j i j i j i j
t t t t t t t t t t t
i j i j i j i j i j i j i j
e p a p b p c p f p d p   (89) 
Diese Form ist implizit formuliert. Im Gegensatz zur expliziten Formulierung (Glei-
chung (88)), werden die Drücke hier zum noch unbekannten Zeitpunkt t + ∆t gebil-
det. Der gesuchte Druck in der Zelle i, j zum Zeitpunkt t + ∆t kann mit dieser Formu-
lierung nicht mehr direkt zum Zeitpunkt t + ∆t bestimmt werden, da die Drücke in 





in der Zelle i, j zum Zeitpunkt t + ∆t kann jetzt nur berechnet werden, wenn eine sol-
che Bilanzgleichung (Gleichung (89)) für jeden diskreten Punkt im Gebiet aufgestellt 
und das entstehende Gleichungssystem gelöst wird. Dies erfordert zwar einen deut-
lich höheren Rechenaufwand als beim expliziten Lösungsverfahren. Es stellt aber 
keine gesonderten Bedingungen an die Diskretisierung, da es stabil ist. 
Für ein in zwei Raumrichtungen diskretisiertes Gebiet führt dies zu einer Fünfband-
matrix (M), die aus n m⋅  Spalten und n m⋅  Zeilen besteht. In dieser Matrix sind nur 
die Hauptdiagonale und 4 weitere Nebendiagonalen ungleich Null. In Matrix- Vek-
tor- Schreibweise lässt sich die Gleichung (89) für alle Zellen folgendermaßen 
schreiben (Gleichung (90)): 
 M x b⋅ =   (90) 
In diesem Ausdruck ist M  die Koeffizientenmatrix, die aus den jeweiligen Transmi-
sibilitäten gebildet wird, x der Lösungsvektor mit den unbekannten Drücken (p) zum 
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Zeitpunkt t + ∆t und b  der Vektor der rechten Seite mit den bekannten Drücken p 
zum Zeitpunkt t. Gelöst wird das gebildete Gleichungssystem mit einem in MAT-
LAB® implementierten Solver. 
 Bestimmung der integralen Permeabilität 4.1.7
Das vordergründige Ziel, welches mit der Entwicklung des Strömungssimulators 
verfolgt wird, ist die Bestimmung von integralen Leitfähigkeiten einer rauen Kluft 
bzw. einer Proppant-Schüttung, deren Strömungsräume durch eine inhomogene Ver-
teilung der Parameter (Rissöffnungsweite, Permeabilität) gekennzeichnet sind. Damit 
sollen Laborversuche nachgebildet werden. Darüber hinaus können diese Werte als 
Parameter in andere Programme implementiert werden. 
Die laborative Bestimmung der hydraulischen Leitfähigkeit eines porösen Mediums, 
respektive der Leitfähigkeit einer Kluft, erfolgt unter der Anwendung des Darcy-
Gesetzes bzw. des Gesetzes nach Hagen-Poiseuille (Gleichung (20) und (31)) an 
durch ihre äußeren Abmaße definierte Strömungsräume (Länge, Breite, Höhe). 
Für die Anwendung zur Bestimmung der Leitfähigkeit fordern diese Gesetze über die 
Länge der Probe einen zeitlich konstanten Volumenstrom (Q), welcher sich infolge 
eines in eine Raumrichtung wirkenden, stationären Druckgradienten einstellt. Labo-
rativ müssen diese Anforderungen durch einen entsprechenden Versuchsaufbau ge-
währleistet werden. 
Daraus ergeben sich die nachfolgenden Bedingungen für die Umsetzung eines nume-
rischen Modells (vgl. hierzu Abbildung 19): 
• der Strömungsraum, der durch eine endliche Anzahl von Elementen abgebil-
det wird, ist durch seine Länge (l) und Breite (b) definiert, 




























• der Druck auf den linken und rechten Rändern des Gebiets ist bekannt (pL und 
pR) und konstant, 
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• die Viskosität des Fluids (η) wird als konstant angesehen. 
 
Abbildung 19: Diskretisierung eines zweidimensionalen Strömungsgebiets mit undurchlässigen Rändern 
entlang der x-Koordinate 
Da die äußeren Ränder des Modells in y-Richtung undurchlässig sind, verläuft der 
globale Volumenstrom (Q) nur entlang der x-Koordinate. Für eine Bilanzierung des 
gesamten Volumenstroms sind daher nur die lokalen Volumenströme (Qi,j), welche 
sich zwischen zwei benachbarten Zellen in x-Richtungen einstellen, relevant.  
Die lokalen Volumenströme ergeben sich in Abhängigkeit der örtlich diskretisierten 
Strömungswiderstände für einen porösen Strömungsraum dessen Strömungswider-
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 (91) 
und für eine Kluft deren Strömungswiderstand von der Rissöffnungsweite h abhängt 
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Das Integral der lokalen Volumenströme über die Breite des Strömungsgebietes lie-
fert den globalen Volumenstrom (Q) in x-Richtung. Dies lässt sich numerisch fol-
gendermaßen darstellen (Gleichung (93): 
n
i 1/ 2, j
i 1
Q Q( x )+
=
=∑  (93) 
Da alle weiteren Größen bekannt sind, lässt sich im Anschluss durch Umformung des 
Darcy-Gesetzes eine mittlere globale Permeabilität km für eine Strömungsgebiet mit 










Äquivalent lässt sich mithilfe des Hagen-Poiseuilleschen Gesetzes eine mittlere hyd-
raulisch wirksame Öffnungsweite (hm) bestimmen Gleichung (95): 
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 Ansatz zur numerischen Modellierung der Einbettung 4.2
Der folgende Abschnitt beschreibt die numerische Umsetzung des durch Gleichung 
(49) bzw. Gleichung (50) gegebenen Ansatzes zur Berechnung der Einbettung für 
eine diskret beschriebene Kugelschüttung unter Berücksichtigung der folgenden Pa-
rameter: 
• Spannungszustand (σ) 
• mechanische Eigenschaften der Formation (σ0 bzw. HM, α) 
• Durchmesserverteilung der Kugeln innerhalb der Schüttung (Φ) 
• Schüttungsdichte (n) 
Der Ansatz verbindet die durch die Proppant-Schüttung gegebenen geometrischen 
Verhältnisse mit den mechanischen Eigenschaften der Formation und leitet in Ab-
hängigkeit vom Spannungszustand eine sich einstellende Einbettung ab. Die im Fol-
genden angestellten Überlegungen gelten dabei sowohl für den durch Gleichung (49) 
gegebenen Ansatz nach Bowden und Tabor als auch für den Ansatz, der das Gesetz 
von Meyer berücksichtigt. 
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 Diskrete Bestimmung der geometrischen Größen anhand einer vorgege-4.2.1
benen Kugelschüttung 
Das Konzept zur Berechnung der Verschiebung (uz) für einen definierten Zustand ist 
schematisch in Abbildung 20 gezeigt. Es beschreibt die Proppant-Schicht als eine 
Kugelschüttung. Die Formation inklusive ihrer mechanischen Eigenschaften wird 
durch einen Halbraum beschrieben, auf dem eine Spannung (σz) wirkt. Die Einbet-
tung der Kugelschicht, die eine Funktion der mechanischen Eigenschaften der For-
mation, der Packungsdichte und der Durchmesserverteilung ist, wird als Verschie-
bung (uz) des Halbraums in die Kugelschüttung dargestellt. 
Die Verschiebung wird unter Berücksichtigung der folgenden Annahmen berechnet: 
• Die Kugeln verhalten sich starr und erfahren keine Deformation. 
• Die Verformung findet ausschließlich in der Formation, d. h. Halbraum statt. 
• Die Proppants werden zu idealen Kugelen approximiert. 












Abbildung 20: Modellvorstellung zur Berechnung der Einbettung einer Proppant-Schicht als Verschie-
bung einer Platte in eine raue Oberfläche 
Die Grundlage für die Berechnungen ist die Bestimmung der Projektionsfläche (AP) 
einer zweidimensional ausgebreiteten Kugelschüttung. Von dieser ausgehend, be-
stimmt sich in Abhängigkeit von der Packungsdichte (n) die Grundfläche (A0), auf 
der die Kugeln liegen und auf die die Spannung (σz) angreift. Schematisch ist dies in 




Abbildung 21: schematische Bestimmung des Flächenverhältnisses für weiterführende Berechnungen 
Die Projektionsfläche für eine Schüttung mit einer diskreten Durchmesserverteilung 












= ∑∑  (96) 
Hierbei ist m die Anzahl der Kugeln in i-Richtung und n die Anzahl der Kugeln in j-
Richtung. 
Grundfläche 
Die für die Berechnung der resultierenden Normalkraft (F) relevante Grundfläche 
(A0) auf der die Spannung (σz) angreift, ergibt sich durch die Kombination der Schüt-
tungsdichte (Gleichung (37)) und der durch die Durchmesserverteilung gegebenen 
Projektionsfläche (Gleichung (96)). Hier entspricht die Fläche der Elementarzelle der 















= ⋅ ∑∑  (97) 
Kontaktfläche 
Durch die Kombination der Gleichung (97) und Gleichung (42) kann nun die Kon-
taktfläche zwischen einer diskret beschrieben Kugelschüttung und einer Oberfläche 


















= ⋅ ⋅ ∑∑  (98) 
Die resultierende Kraft (F), die als Funktion der Packungsdichte (n) und der Durch-
messerverteilung (Φ) auf den Halbraum wirkt, ergibt sich somit nach folgendem 
Ausdruck (Gleichung (99)). 
 0= ⋅zF Aσ  (99) 
 Berechnung der Verschiebung - Zielfunktionen 4.2.2
Die numerische Berechnung der Einbettung für einen definierten Zustand setzt die 
Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems voraus und erfolgt über ein iteratives 
Suchverfahren. Bei diesem Verfahren wird solange nach einer Verschiebung gesucht, 
bis eine durch eine Zielfunktion gestellte Bedingung erfüllt ist. Hierfür stehen zwei 
Zielfunktionen zur Verfügung. 
 Konzept der minimalen Kontaktfläche 4.2.2.1
Die erste Zielfunktion beruht auf dem Konzept der minimalen Kontaktfläche nach 
Bowden und Tabor (Gleichung (40)) und dem Vergleich der analytisch bestimmten 
Kontaktfläche AK zur sich durch eine vorgegebene Verschiebung einstellenden nu-
merischen Kontaktfläche (AK
*). Bei diesem Ansatz (Gleichung (100)) wird uz solan-
ge angenähert, bis der Betrag der Differenz der beiden Flächen kleiner ist als ein 
vorgegebener Fehler ε. 
 
* ( )K K zA A u ε− <  (100) 
Die Lösung der durch Gleichung (100) gegebenen Bedingung erfordert die Bestim-
mung der numerischen Kontaktfläche AK
* für eine vorgegebene Verschiebung uz. 





a: σz,1 = 0; AK
*=0 
 











Abbildung 22: Konzept zur Berechnung der Einbettung einer Proppant-Lage 
Unter initialen Bedingungen, d. h. σz = 0, befindet sich der deformierbare Halbraum 
im Ausgangszustand (Abbildung 22a), d. h. die Kontaktfläche (AK
*) zwischen der 
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Kugel mit dem größten Durchmesser (Dmax) und dem Halbraum ist infinitesimal 
klein und die Verschiebung uz gleich Null. 
Der Abstand (h) zwischen der Kugelauflage und der Oberfläche der Formation ist 
gerade so groß, wie der größte Kugeldurchmesser (Dmax). 
 ( )0 maxh 0 Dσ = =  (101) 
Wirkt eine Spannung größer Null auf die Oberfläche, verschiebt sich der Halbraum 
in die Kugeloberfläche und einzelne Kugeln bilden einen Kontakt mit dem Halbraum 
(Abbildung 22b). 
Die Kontaktfläche eines einzelnen Kontaktes (∆AK i,j), die sich durch eine vorgege-
bene Verschiebung (uz) zwischen einer Kugel mit dem Durchmesser Di,j>Dmax-uz und 
der Oberfläche einstellt, ergibt sich in Abhängigkeit von der Verschiebung uz wie 
folgt (Gleichung(102)): 
 ( )Ki j zi j i j zi j i j 0 zA u D u D h u∆ π ∆ ∆= ⋅ − ∀ > −, , , , ,  (102) 
Die Größe ,zi ju∆  beschreibt hier, wie tief eine Kugel mit dem Durchmesser (Di,j) für 
eine vorgegebene absolute Verschiebung (uz) in den Halbraum eindringt und ist fol-
gendermaßen definiert (Gleichung (103)): 
 , 0 ,zi j i j zu h u∆ = ∆ − , (103) 
wobei 0 ,i jh∆  den spezifischen Abstand zwischen Halbraum und der Kugel mit dem 
Durchmesser Di,j unter initial Bedingungen beschreibt (Gleichung (104)): 
 0 , 0 ,i j i jh h D∆ = −  (104) 
Die totale Kontaktfläche (AK
*) ergibt sich aus der Summe der Einzelkontakte über 
alle Kugeln, deren Durchmesser größer als Dmax-uz ist (Gleichung (105)): 
 
* 2
, , , , 0
1 1
( ) ( )
= =
= ⋅ ∆ − ∆ ∀ > −∑∑
n m
K z i j zi j zi j i j z
i j
A u D u u D h uπ  (105) 
Durch das Einsetzten der Gleichungen (42) und (105) in die Zielfunktion (Gleichung 
(100)) ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssystem. Dieses wird mittels des iterati-
ven Bisektionsverfahrens gelöst. Dabei wird die Zielvariable uz schrittweise verän-
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dert bis der Betrag der Differenz aus AK und AK
* kleiner als der vorgegebene Fehler 
(ε) ist. 
Erhöht sich die Spannung in einem weiteren Schritt (Abbildung 22c) wird die Ver-
schiebung zunehmen. Dabei werden sich sowohl bereits bestehende Kontaktflächen 
vergrößern als auch die Anzahl der Kontakte zunehmen. 
 Ansatz Kräftegleichgewicht 4.2.2.2
Der zweite Ansatz zur Ermittlung der Verschiebung beruht auf einem Kräftegleich-
gewicht zwischen der durch die Spannung und die Größe der Fläche des Halbraums 
gegebenen Aktionskraft und der durch die Stützstellen ausgehenden Reaktionskraft.  
Die Zielfunktion für diesen Ansatz lässt sich parallel zu dem Ansatz der „verglei-
chenden Flächen“ formulieren und ist wie folgt definiert (Gleichung (106)): 
 * ( )zF F u ε− <  (106) 
Die sich als Folge eines Kontakts zwischen Platte und Stützstelle einstellende Kraft, 
ergibt sich nach dem Gesetz von Meyer in Abhängigkeit von den materialspezifi-














∆ =  (107) 
Der sich einstellende Abdruckdurchmesser dj,i hängt dabei wie folgt von dem 
Durchmesser der Kugel und der Verschiebung uz ab (Gleichung (108)) 
 2, , , ,2 ( )= ⋅ ⋅∆ − ∆i j i j zi j zi jd D u u , (108) 
wobei sich ,zi ju∆  nach Gleichung (103) berechnet. 
Durch Einsetzen der Gleichung (108) in Gleichung (107) kann die Einzelkraft als 
Funktion der Verschiebung dargestellt werden (Gleichung(109)). 
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Numerische Umsetzung 
 64 
Die Summe der resultierenden Reaktionskräfte über alle im Kontakt stehenden Stütz-
stellen ergibt sich aus der Summe der Einzelkräfte (∆F) über alle Kugeln, die die 
Bedingung (Di,j > h0-uz) erfüllen (Gleichung(110)). 
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⋅ ⋅ ∆ − ∆
= ∀ > −∑∑ (110) 
Die sich für einen gegebenen Zustand einstellende Verschiebung uz berechnet sich 
durch das Einsetzen der Gleichungen (99) und (110) in Gleichung (106) und die ite-
rative Suche nach uz, bis die gestellte Bedingung erfüllt ist. 
 Diskretisierung rauer Oberflächen 4.2.3
Die im Abschnitt 4.2 vorgestellten Methoden zur Bewertung der Verschiebung einer 
rauen Oberfläche infolge einer Spannungsänderung erlauben prinzipiell die Betrach-
tung unterschiedlicher geometrischer Ansätze zur Beschreibung rauer Oberflächen. 
Ein Ansatz, der bereits im Abschnitt 4.2.2 beschrieben wurde, abstrahiert raue Ober-
flächen mittels sphärischer Elemente. Aufgrund der geometrischen Ähnlichkeit eig-
net sich dieser Ansatz insbesondere bei der Betrachtung des Proppant-Matrix-
Kontakts unter Spannungseinfluss. Eine zweite, in der Anwendung ebenfalls ver-
wendete Methode, ist die Beschreibung rauer Oberflächen mittels diskreter Säulen-
modelle. Eine reale raue dreidimensionale Oberfläche wird dabei durch eine endliche 
Anzahl von Elemente mit rechteckigen Grundflächen verschiedener Höhen darge-









Abbildung 23: Diskretisierung einer rauen Oberfläche mittels rechteckiger Zellelmente 
Diese Methode der Abstraktion rauer Oberflächen findet insbesondere in der numeri-
schen Strömungstechnik Anwendung, um Strömungsprozesse in rauen Klüften zu 
simulieren. Es ist aber auch gängige Praxis im Bereich der Kontaktmechanik, raue 
Oberflächen in dieser Art abzubilden [71]. 
Der Diskretisierungsansatz zur Abbildung einer zweidimensionalen rauen Kluft mit 
einer in der Horizontale (x-y-Ebene) liegenden Öffnung (vgl. Abbildung 23) orien-
tiert sich am Konzept der finiten Differenzen und bildet eine Kluft mit einer recht-
eckigen Grundfläche durch eine endliche Anzahl finiter Zelleelemente mit einer 
rechteckigen Grundfläche ab. Diese sind definiert durch ihre Position (i, j), die Größe 
der Grundfläche (∆Ai,j) (Gleichung (111)) und die jeweilige Höhe (hi,j), wodurch sich 
unterschiedliche Öffnungsweitenverteilungen darstellen lassen. 
 i , j i , j i , jA x y∆ ∆ ∆= ⋅  (111) 
 Numerische Umsetzung zur Ermittlung der Kluftsetzung 4.2.3.1
Die numerische Bestimmung der Verschiebung (uz) einer rauen Kluft bzw. die Ver-
ringerung der Öffnungsweite (h) infolge einer Spannungsänderung basiert in dem 
hier vorgestellten Ansatz auf dem Konzept der minimalen Kontaktflächen. Schema-







Abbildung 24: Verschiebung der Kluftoberfläche in z-Richtung und die damit einhergehende Minimierung 
der Öffnungsweite h 
Die Abbildung 24 zeigt in einer Schnittdarstellung eine durch einzelne Zellen darge-
stellte raue Kluft. Jede Zelle ist mit ihrer Oberfläche planparallel zur Bezugsebene (z 
= 0) ausgerichtet und durch die Fläche (∆Ai,j) und den Abstand zur Bezugsebene (hi,j) 
definiert. 
Modellvorstellung 
Unter initialen Bedingungen (oberer Teil der Abbildung 24), d. h. σz = 0 sitzt die 
Oberfläche genau mit einem Zellelement auf der Bezugsebene auf. Der Abstand (h) 
zwischen den einzelnen Kluftelementen und der Bezugsebene ist unter diesem Span-
nungszustand genau der durch die initiale Höhenverteilung vorgegebene Abstand 
hi,j(0). Die sich einstellende Kontaktfläche (AK) zwischen Kluft und Bezugsebene ist 
in diesem Zustand theoretisch unendlich klein. 
Der untere Teil der Abbildung 24 zeigt einen Spannungszustand σz > 0. Der im Ver-
gleich zum initialen Zustand größere Krafteintrag führt zu einer Verschiebung der 
rauen Oberfläche in Richtung der z-Koordinate. Der Betrag der sich dabei einstellen-
den Kontaktfläche (AK) bestimmt sich analytisch in Abhängigkeit von der einge-
brachten Spannung (σz) nach Gleichung (42). 
Der Betrag der Verschiebung wird bestimmt durch die vorgegebene Geometrie der 
Oberfläche. Ermittelt wird sie mittels eines iterativen Algorithmus. Hierbei wird für 
ein vorgegebenes uz die Grundflächen (∆Ai,j) jener Elemente aufsummiert, deren 
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Abstand zwischen Bezugsebene (z = 0) und Oberkante (hi,j) kleiner gleich der vorge-
gebene Verschiebung uz ist. Der iterative Prozess hält solange an, bis die durch Glei-
chung (100) gegebene Bedingung erfüllt ist. 
In der Gleichung (100) bestimmt sich die analytische Kontaktfläche (AK) nach Glei-
chung (42) und die numerische Kontaktfläche 
*
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A x y∆ ∆
= =
= ⋅∑∑   ( i , j zh u≤ ), (112) 
wobei ∆xi,j und ∆yi,j die Kantenlängen der jeweiligen Zelle (i,j) sind, aus der die 
Grundfläche (∆Ai,j) bestimmt wird (vgl. Abbildung 23). 
Infolge der Laststeigerung kommt es zu einer Verschiebung der Kluft um den Weg 
uz. Dies führt zum einen zu einer Verringerung der globalen Öffnungsweite der Kluft 
und zum anderen zu einer Erhöhung der Kontaktfläche, welches den Anteil an un-
durchlässigen Bereichen in der Kluft erhöht. Beides verringert, unabhängig vonei-
nander, die Durchlässigkeit der Kluft. 
Im numerischen Modell wird dies folgendermaßen berücksichtigt (Gleichung (113): 
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Für Zelleelemente, deren Öffnung 0 , ( )i j z zh u σ>  ist, verringert sich die Öffnungswei-
te zu , 0 ,( ) ( )i j z i j z zh u h u σ= − . Zellelemente, deren Höhe 0 , ( )i j z zh u σ<  ist, bilden einen 
Kontaktpunkt, d. h. die Grundfläche der Elemente (∆Ai,j) bildet einen Teil der ge-
samten Kontaktfläche (
*
KA ), die Öffnungsweite (h) wird auf Null gesetzt. 
 Konvergenz des Lösungsverfahrens 4.2.3.2
Die Beschreibung der rauen Oberfläche erfolgt mittels finiter rechteckiger Elemente, 
die unterschiedliche Abstände zwischen ihrer Oberfläche und einer planen Bezugs-
ebene haben (vgl. Abbildung 23).  
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Die numerische Bestimmung der Kontaktfläche (AK) und die daraus abgeleitete Set-
zung (uz) für einen gegebenen Zustand, d. h. für eine vorgegebene Höhenverteilung, 
Oberflächenhärte und Spannungszustand erfolgt über eine Verschiebung der rauen 
Oberfläche in z-Richtung, bis das durch Gleichung (100) gegebene Abbruchkriteri-
um erfüllt ist. Die numerische Kontaktfläche (
*
KA ) ergibt sich aus der Summe der 
Grundflächen (∆A) jener Elemente, deren Abstand größer als die vorgegebene Ver-
schiebung (uz) ist. 
Durch die vorgegebene Diskretisierung kann die Zunahme der Kontaktfläche aber 
nicht als stetige Funktion dargestellt werden, bei der eine entsprechend kleine Ände-
rung des Arguments zu einer beliebig kleinen Änderung des Funktionswerts führt, 
denn die gesamte Kontaktfläche für einen gegebenen Zustand setzt sich aus einer 
bestimmten Anzahl von Grundelementen zusammen. Da diese Elemente eine finite 
Grundfläche aufweisen, lässt sich die Zunahme der Kontaktfläche im Zuge einer 
Verschiebung nur durch eine unstetige Stufen- bzw. Treppenfunktion darstellen, wo-
bei die Höhe der Stufen durch die Grundfläche ∆Ai,j der Zellelemente bestimmt wird. 
Mittels dieser Stufenfunktion wird die numerische Lösung an die analytische Lösung 





Abbildung 25: schematische Darstellung der Bildung der numerischen Kontaktfläche mittels finiter recht-
eckiger Zellelemente 
Die Abbildung 25 zeigt schematisch die Entwicklung der numerischen Kontaktfläche 
(
*
KA ) (rote Linie) mittels einer Stufenfunktion. Die Stufenhöhe wird dabei durch die 
Grundflächen der Zellelemente (∆A) bestimmte. Darüber hinaus ist der lineare Ver-
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lauf der analytisch bestimmten Kontaktfläche nach Gleichung (42) (durchgehend 
schwarze Linie) und das Abbruchkriterium für das numerische Lösungsverfahren ε 
eingezeichnet (gepunktete schwarze Linie). Innerhalb dieser Grenzen muss die nu-
merisch bestimmte Lösung für eine betrachtete Spannung (σz) liegen, damit das Ver-
fahren konvergiert und die durch Gleichung (100) gestellte Bedingung erfüllt werden 
kann. Um dies zu gewährleisten, stellen sich Anforderungen an die Art der räumli-
chen Diskretisierung der rauen Oberfläche bezüglich der Anzahl und der maximalen 
Größe der Grundfläche der einzelnen Zellelemente (∆A). 
Für eine bedingungslose Konvergenz des Verfahrens, welche für jeden beliebigen 
Spannungszustand eine Lösung liefert, ergibt sich für die maximale Grundfläche 
eines Zellelementes in Abhängigkeit: 
• der scheinbaren Kontaktfläche (A0),  
• der Materialeigenschaft (σ0) 
• dem numerischen Fehler (ε)  
• und der kleinsten betrachteten Spannung (σz,min) 









∆ ≤  (114) 
Auf der Grundlage der Gleichung (114) lässt sich eine Aussage über die minimale 
Anzahl an Zellelementen (J) ableiten, die für die Diskretisierung der Kluft unter den 








ℕ  (115) 
Aufgeweichte Konvergenz 
Würde man die durch Gleichung (115) gegebene Stabilitätsbedingung ohne geson-
derte Anforderungen an die einzelnen Terme verwenden, kann dies unter Umständen 
zu einer sehr feinen Diskretisierung (hohe Anzahl an Zellelemente) der Oberfläche 
führen. Dies wiederum führt dazu, dass der Rechenaufwand zur Lösung des Glei-
chungssystems sehr hoch wird. Durch eine gezielte Wahl einzelner Parameter kann 
die Anzahl der einzelnen Elemente verringert werden. Diese Anpassung hat zum 
Ziel, dass im Zuge des numerischen Lösungsverfahrens die durch Gleichung (42) 
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gestellte Bedingung exakt Null werden kann. Dies setzt voraus, dass die maximale 
Kontaktfläche exakt durch ein ganzes Vielfaches der Grundfläche der einzelnen Zel-










⋅ = = → ∈ℕ , (116) 
wobei N in dieser Beziehung eine ganze natürliche Zahl sein muss. 
Diese Bedingung/Anforderung muss auch für die einzelnen Lastintervalle gelten, 
d. h. die Laststufen müssen ebenfalls so gewählt werden, dass die entsprechende 
Kontaktfläche ebenfalls durch ein ganzes Vielfaches der einzelnen Zellelemente dar-








⋅ = = → ∈ → ≤ℕ  (117) 
Durch die Kombination der Gleichungen (116) und (117) erhält man den folgenden 
Ausdruck, mit dessen Hilfe sich die Lastschritte berechnen lassen, die eine exakte 
Annäherung der numerischen Lösung an die analytische Lösung ermöglichen (Glei-
chung (118)): 
 z z ,max
M
N
∆σ σ=  (118) 
Die minimale Anzahl an Elementen (J), die zur Abbildung der gesamten Oberfläche 









= → ∈ℕ  (119) 
Aus Gleichung (119) geht hervor, dass mit steigender Oberflächenhärte (σ0) die An-
zahl an Flächenelementen proportional zunehmen muss, um eine Konvergenz des 
Verfahrens zu gewährleisten. 
 Umsetzung mit MATLAB® 4.3
Numerisch umgesetzt wurden die beschriebenen Ansätze mittels Programmumge-
bung MATLAB. Das gesamte Programm umfasst einen Algorithmus zur Bestim-
mung der Verschiebung (uz), wobei hier die Möglichkeit besteht, zwischen den ver-
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schiedenen Ansätzen hinsichtlich der Zielfunktionen und der geometrischen Be-
schreibung der Oberflächen zu wählen. Das zusätzlich entwickelte Unterprogramm 
(2D-Strömungssimulator) ermöglicht es, den Einfluss der Kluftsetzung auf die integ-
rale Leitfähigkeit einer zuvor definierten rauen Kluft zu bestimmen. Dies erfolgt un-
ter der Berücksichtigung der für einen Spannungszustand (σz) bestimmten Verschie-
bung uz(σz). Das in der Abbildung A1 im Anhang A dargestellte Flowchart, fasst den 
Aufbau des Programmes zusammen. 
 Ergebnisse der numerischen Algorithmen 4.4
Der Inhalt des folgenden Abschnitts stellt die Ergebnisse der in Kapitel 4 beschrie-
benen und in MATLAB umgesetzten numerischen Algorithmen vor. Diese umfassen 
Rechnungen zur Einbettung einer Kugelschüttung in einen deformierbaren Halbraum 
unter besonderer Berücksichtigung der Sensitivität der Einbettung hinsichtlich der 
Proppant-Konzentration, der Oberflächenhärte und des Meyer-Exponenten sowie die 
Ergebnisse numerischer Strömungssimulationen an einer rauen Kluft. 
Des Weiteren werden Ergebnisse des Ansatzes vorgestellt, welche das Konzept der 
minimalen Kontaktfläche auf ein statistisch raues Kluftmodell anwendet und mit 
einem numerischen Strömungssimulator kombiniert. Mittels dieses Algorithmus soll 
der spannungsbedingte Einfluss einer Strömungsraumveränderung auf die Leitfähig-
keit einer Kluft abgeschätzt werden. 
 Proppant-Einbettung - Sensitivität der Parameter 4.4.1
Die Ergebnisse Einbettungs-Simulation basieren auf dem Modell einer zweidimensi-
onalen Kugel-Schüttung, die aus 10.000 einzelnen Kugeln besteht. Die Bandbreite 
der modellierten Durchmesser liegt zwischen 0,39 mm und 0,86 mm. Dies entspricht 
der Korngrößenverteilung einer 20 - 40 Mesh Proppant-Schüttung. In den Berech-
nungen wurde von einer Normverteilung der Durchmesser der Kugeln ausgegangen 
mit einem Mittelwert (Dm) von 0,63 mm und einer Varianz (s²D) von 0,0036 mm². 
Die für die Bestimmung der Einbettung gewählte Zielfunktion beruht auf dem Ver-
gleich der Kräfte (Gleichung (106)). Das Abbruchkriterium für die durchgeführten 
Berechnungen betrug ε < 1e-5. 
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Die Verteilung der betrachteten Kugelschüttung ist in Abbildung 26 dargestellt. Die 
Tabelle 3 fasst die charakteristischen Kenngrößen der Kugelschüttung zusammen. 
 
Abbildung 26: Durchmesserverteilung numerisch generierte Proppant-Schüttung 
Tabelle 1: statistische Parameter zur Beschreibung der numerisch generierten Proppant-Schüttung 
  [mm]   [mm] 
Dmin 0,39 Dm 0,63 
Dmax 0,86 sD 0,06 
Anzahl der Proppants: 10.000   
 
 Effekt der Oberflächenhärte auf die Setzung 4.4.1.1
Abbildung 27 zeigt den Einfluss der Oberflächenhärte auf den Betrag der Einbettung 
für unterschiedliche Spannungszustände. Berechnet wurde die Setzung für Oberflä-
chenhärten (HM) von 100 – 700 MPa. Der Meyer-Index (α) betrug für alle Rechnun-












































Abbildung 27: Modellierung der Einbettung einer normalverteilten Kugelschüttung für unterschiedliche 
Meyer-Härten ( Meyer-Index α = 2, Schüttungsdichte n = 0,71) 
Die betragsmäßig stärkste Setzung tritt bei der weichsten Formation auf (HM = 100 
MPa) die geringste Einbettung bei der härtesten Formation (HM = 700 MPa). Es 
zeigt sich aber kein direkter proportionaler Zusammenhang zwischen Härte und Ein-
bettung.  
Unabhängig vom Betrag der Oberflächenhärte nimmt die Setzung annähernd parabo-
lisch mit der Spannung zu. Dabei zeigt sich, dass der Einfluss der Härte auf die abso-
lute Setzung mit steigender Spannung zunimmt.  
 Effekt des Meyer-Index auf die Setzung 4.4.1.2
Den Einfluss der Größe des Meyer-Index (α) auf die Setzung zeigt die Abbildung 28. 
Die Kurven zeigen die Ergebnisse der Modellierung für einen Meyer-Index zwischen 
1,7 bis 2,3 bei konstanter Schüttungsdichte (n = 0,71) und konstanter Oberflächen-
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Abbildung 28: Modellierung der Einbettung einer normalverteilten Kugelschüttung für unterschiedliche 
Meyer-Indizes (Meyer-Härte HM = 300 MPa) 
Wie aus der Abbildung 28 zu entnehmen ist, steigt die Setzung mit dem Betrag des 
Meyer-Index. Für den hier dargestellten Bereich des Meyer-Index fällt der Einfluss 
auf den Betrag der Setzung aber sehr gering aus. Der Unterschied zwischen α = 1,7 
und α = 2,3 beträgt bei einer Spannung von 50 MPa ca. 0,017 mm. 
 Effekt der Packungsdichte 4.4.1.3
Der Einfluss der Packungsdichte (n) auf die Setzung ist in Abbildung 29 dargestellt. 
Die Schüttungsdichte liegt zwischen 0,71 und 0,25. Die Meyer-Härte und der Meyer-
Index sind für alle vier dargestellten Kurven konstant und haben die Werte HM = 
500 MPa und α = 2. Die Schüttungsdichte von n = 0,71 repräsentiert eine durch Ku-
geln fast lückenlos besetzte Oberfläche. Die weiteren Werte stellen entsprechend 
dünner besetzte Oberflächen dar. Die geringste Setzung zeigt sich bei der größten 
gewählten Schüttungsdichte. Je weiter die Schüttungsdichte abnimmt, desto mehr 
nimmt die Setzung zu. Es zeigt sich aber kein direkt proportionaler Zusammenhang 
zwischen der Schüttungsdichte und dem Betrag der Setzung für einen bestimmten 
Spannungszustand. 
Die Kurven zeigen, dass der Einfluss der Schüttungsdichte auf den Betrag der Set-
zung mit steigender Spannung zunimmt. Zu Beginn des Lasteintrags (geringe Span-
nung) ist der betragsmäßige Unterschied der Setzung zwischen den verschiedenen 
Schüttungen noch gering. In diesem konkreten Fall ist die Differenz bei einer Span-

























bis zu einem Wert von 0,105 mm bei 30 MPa und bleibt im weiteren Verlauf nahezu 
konstant. Dieses Verhalten zeigen auch die Simulationen verschiedener Härtewerte 
bei konstanter Schüttungsdichte. 
 
Abbildung 29: Modellierung der Einbettung einer normalverteilten Kugelschüttung für unterschiedliche 
Schüttungsdichten (Meyer-Index α = 2, Meyer-Härte HM = 500 MPa) 
 Ergebnisse Strömungssimulation an einer rauen Kluft 4.4.2
Die Ergebnisse der strömungsmechanischen Simulationen an einer Kluft unter Be-
rücksichtigung des Konzepts der minimalen Kontaktfläche mit den vorgestellten und 
in MATLAB entwickelten Algorit∆en, sind der Inhalt des folgenden Abschnitts. Das 
Ziel ist es, das Konzept der minimalen Kontaktfläche (Gleichung (42)) auf eine 
durchströmte Kluft anzuwenden und auf der Grundlage der Reynolds-Gleichung 
(Gleichung (31)) theoretisch zu untersuchen, wie ein Kontaktflächenanstieg und die 
damit verbundene Minimierung der Öffnungsweite die integrale Permeabilität einer 
Kluft beeinflusst. Untersucht wurden drei verschiedene Modelle, die im Folgenden 
beschrieben werden. 
 Modell des Strömungsraums 4.4.2.1
Abgebildet wird der Strömungsraum mit einer rechteckigen Grundfläche (A0) durch 
10.000 Elemente (100 x 100 Zellen in den zwei Raumrichtungen x und y). Die quasi 
Dreidimensionalität ergibt sich durch die Option einer variablen Öffnungsweitenzu-






















HM = 500 MPa 
α = 2 
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che Grundfläche (∆A) und sind ebenfalls quadratisch. Die Kluft ist längs durchströmt 
mit einem konstanten Druckgradienten in x- Richtung. Die äußeren Ränder des 
Strömungsraums entlang der x-Koordinate sind undurchlässig und der Druckgradient 
in y-Richtung dementsprechend null. 
Drei verschiedene Ansätze wurden abgebildet. Sie unterscheiden sich in der Art der 
Beschreibung der Öffnungsweite bzw. Öffnungsweitenverteilung und in der Bewer-
tung, wie ein Kontaktflächenanstieg die Öffnungsweite der Kluft beeinflusst. 
• Modell 1: Alle Zellelemente, die keine Kontaktstelle darstellen, haben eine 
einheitliche Öffnungsweite (h). Der Kontaktflächenanstieg ist nicht mit einer 
Minimierung der Öffnungsweite verbunden (
, , 0 ,0i j i j i jh h h const∀ > → = = ). 
• Modell 2: Die Öffnungsweite der einzelnen Zellen ist inhomogen und folgt 
einer Normalverteilung. Der Kontaktflächenanstieg ist nicht mit einer Mini-
mierung der Öffnungsweite verbunden, d. h. alle Zellelemente, die keine 
Kontaktfläche darstellen, verändern den Betrag ihrer Öffnungsweit gegenüber 
der initial gegebenen Öffnungsweite nicht (
, , 0 ,0 ( )i j i j z i jh h hσ∀ > → = ). 
• Modell 3: Die Öffnungsweite der einzelnen Zellen ist inhomogen und folgt 
einer Normalverteilung. Der Kontaktflächenanstieg ist mit der durch die initi-
al vorgegebenen Höhenverteilung gegebenen Kluftgeometrie mit der Mini-
mierung der Öffnungsweite gekoppelt. Die Minimierung der diskreten Höhen 
der Elemente für die jeweiligen Spannungszustände folgt der durch Glei-
chung (113) gegebenen Vorschrift (
, , 0 ,0 ( ) ( )i j i j z i j z zh h h uσ σ∀ > → = − ). 
Die Simulationen decken einen Wertebereich der Kontaktfläche (AK) ab, der zwi-
schen 0 (kein Kontakt, alle Zellelemente sind durchlässig) und 40 % der gegebenen 
Grundfläche (A0) liegt. Für die Berechnungen mit dem Modell 1 wurde die Öff-
nungsweite für alle Elemente, die keine Kontaktfläche darstellen, mit 0,85 mm fest-
gelegt. Die Modelle 2 und 3 basieren auf einer normalverteilten Öffnungsweite h. 
Die Verteilungskurve einschließlich der statistischen Parameter (mittlere Öffnungs-
weite (hm) und Standardabweichung (sh), sowie die minimale und maximale Öff-




Abbildung 30: Öffnungsweitenverteilung der numerisch generierten Kluft für die Modelle 2 und 3 
Tabelle 2: statistische Parameter zur Beschreibung der numerisch generierten Kluftelemente für die Mo-
delle 2 und 3 
  [mm]   [mm] 
hmin 0,00 hm 0,85 
hmax 1,78 sh 0,225 
Anzahl der Elemente: 10.000   
 
Ermittlung der integralen Permeabilität - Vorgehensweise Simulation 
Die integrale Permeabilität wurde unter Berücksichtigung der Gleichungen (92) nach 
Gleichung (94) bestimmt. Die äußeren Abmaße des Strömungsraums (b, l) wurden 
auf eins normiert. Die mittlere Öffnungsweite (hm) für den jeweiligen Zustand ist das 
arithmetische Mittel über alle Kluftelemente (Gleichung (120)). 
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∑∑  (120) 
Die vorgestellten Ergebnisse der Simulation (integrale Permeabilität) sind das arith-
metische Mittel aus zehn Einzelrechnungen, die für jedes Modell durchgeführt wor-
den sind. Die charakteristischen geometrischen Größen, d. h. Anzahl der Kluftele-
mente, Öffnungsweitenverteilung bzw. die Anzahl der Kontaktflächen war für jede 
der 10 einzelnen Simulation identisch. Lediglich die x-y- Position der Zellen, die 
durch eine diskrete Öffnungsweite (hi,j) charakterisiert sind bzw. ausschließlich die 


























dabei vorgenommene Anordnung der Zellelemente innerhalb des Strömungsraums 
erfolgte mittels eines Zufallsgenerators, der nach dem Mersenne-Twister-
Algorithmus arbeitet und unterlag keinen Vorgaben [91]. 
Der Hintergrund für dieses Vorgehen begründet sich damit, dass bei gleicher anteili-
ger Kontaktfläche (identischer Anzahl von undurchlässigen Elementen) die Durch-
lässigkeit infolge der Position und der Anordnung der undurchlässigen Elemente 
stark variieren kann. Denn die integrale Permeabilität einer Kluft/Strömungsraums 
wird dadurch bestimmt, wie zusammenhängende undurchlässige Elemente den Quer-
schnitt orthogonal zum anliegenden Druckgradienten reduzieren.  
Der Extremfall ist eine Verbindung undurchlässiger Elemente quer zur Strömungs-
richtung, welches den Strömungsquerschnitt komplett verschließt. Dies könnte bei 
den vorgestellten Modellen theoretisch bei einer Kontaktfläche von 1 % auftreten, 
also genau dann wenn 100 undurchlässige Elemente nebeneinander orthogonal zur 
Strömungsrichtung angeordnet werden. 
Wenn keine gesonderten geometrischen Vorgaben existieren, erfordert die Sensitivi-
tät der Durchlässigkeit in Bezug auf die Anordnung der undurchlässigen Elemente 
innerhalb der Kluft eine entsprechende Anzahl an Simulationen, um den Einfluss 
etwaiger Extremfälle zu minimieren und um eine plausible Abschätzung des Einflus-
ses der Kontaktfläche auf die Durchlässigkeitsentwicklung geben zu können. 
 Ergebnisse 4.4.2.2
Modell 1 
Die Simulationsergebnisse für das Modell 1 (konstante Kluftöffnungsweite) sind in 
Abbildung 31 dargestellt. Neben den Ergebnissen des Modell 1 sind zusätzlich die 
Ergebnisse nach Walsh (1981) und Zimmerman (1991) dargestellt [92], [93]. Diese 
untersuchten in ihren Arbeiten ebenfalls den Einfluss undurchlässiger Bereiche in-
nerhalb einer Kluft auf deren Einfluss auf die hydraulische Durchlässigkeit.  
Walsh nutzte die Effektiv-Medium-Theorie nach Maxwell und Garnett und wandte 
sie auf die von Carslaw und Jaeger (1959) vorgestellte Lösung für die Beschreibung 
des Effekts von kreisrunden, undurchlässigen Elementen innerhalb eines Potential-















wobei AD die dimensionslose Kontaktfläche ( 0/KA A ) beschreibt (siehe Abbildung 
31, blaue Linie). 
Zimmerman wählte einen numerischen Ansatz bei der Betrachtung des Problems. 
Seine Ergebnisse (Abbildung 31, rote Linie) basieren ebenfalls auf dem Modell einer 
Kluft mit rechteckiger Grundfläche und einer variierenden und zufällig verteilten 
Kontaktfläche. Das Rechennetz bestand aus 900 Zellelemente (30 x 30 in den zwei 
Raumrichtungen) und sieht wie das Modell 1 für die durchlässigen Zellen eine ein-
heitliche Öffnungsweite h vor. 
Dargestellt sind die normierten Verläufe der Permeabilität (k/k0) als Funktion der 
normierten Kontaktfläche (AK/A0). Diese Art der Darstellung ist unabhängig von den 
spezifischen Materialeigenschaften der Oberfläche und dem herrschenden Span-
nungszustand. Die Ergebnisse hängen somit nur von der Geometrie des Strömungs-
raums ab. 
 
Abbildung 31: Vergleich der Ergebnisse der Simulation des Modells 1 mit den Ergebnissen nach Walsh 
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Modell 2 und 3 
Die Ergebnisse für die Modelle 2 und 3 sind in der Abbildung 32 zusammengefasst 
und zeigen im direkten Vergleich den Einfluss der, mit einer Zunahme der Kontakt-
fläche verbundenen, Minimierung der Rissöffnungsweite auf die integrale Permeabi-
lität der Kluft. 
Die durchgehenden Linien beschreiben die Verläufe der normierten Permeabilität in 
logarithmischer Skalierung auf der linkshändigen Abszissenachse (blau markiert: 
Modell 2, rot markiert: Modell 3). Auf der rechtshändigen Abszissenachse ist in kor-
respondierender Farbe, aber durch gestrichelte Linien, die normierte mittlere Öff-
nungsweite der zwei Modelle in linearer Darstellung aufgetragen. Diese ergibt sich 
als der Quotient der mittleren Öffnungsweite (hm) über alle Elemente durch die mitt-
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Abbildung 32: Verlauf der Permeabilität und der mittleren Öffnungsweite als Funktion der Kontaktfläche 
für die Modelle 2 und 3 
 Diskussion 4.4.2.3
Modell 1 
Der Vergleich der Kurven (vgl. Abbildung 31) zeigt, dass der Einfluss der Kontakt-













Modell 2 kn Modell 3 kn Modell 2 hn Modell 3 hn
Einfluss der Minimierung 




größer abgeschätzt wird, als in der durch Walsh vorgestellten analytischen Beschrei-
bung. 
Der direkte Vergleich der beiden numerischen Modelle (Zimmerman und Modell 1) 
zeigt aber eine sehr gute Übereinstimmung der Kurvenverläufe. Die geringfügigen 
Abweichungen können die Folge eines unterschiedlichen Ansatzes bei der zufälligen 
Verteilung der undurchlässigen Elemente innerhalb des Strömungsraums sein. 
Im Gegensatz dazu zeigt sich ein größerer Unterschied zwischen dem Modell 1 und 
dem analytischen Ansatz. Dieser Unterschied nimmt mit der Zunahme der Kontakt-
fläche zu und liegt bei einem Kontaktflächenanteil von 40 % bei ca. 20 %. Dieser 
Unterschied zeigt sich aber auch bei dem Vergleich mit den Daten von Zimmerman.  
Zimmerman erklärt diesen Unterschied in seiner Arbeit damit, dass der von Walsh 
vorgestellte Ansatz infolge der Effektiv-Medium-Theorie nur für regelmäßige Ver-
teilungen der Störstellen innerhalb des Strömungsraums gilt. Zufällige Verteilungen 
bzw. Verteilungen, welche zu anisotropen Permeabilitätsverteilung führen, werden 
nicht berücksichtigt. Dies kann insbesondere bei einer kleinen relativen Kontaktflä-
che zu einer Unterschätzung des Einflusses der Kontaktfläche auf die integrale 
Durchlässigkeit führen. Denn bei einer gleichen Anzahl von Störstellen stellt eine 
unregelmäßige Anordnung tendenziell einen größeren Strömungswiderstand dar, als 
ein geordnetes System von Störstellen. 
Mittels des hier vorgestellten Diskretisierungsansatzes reicht theoretisch eine Kon-
taktfläche von 1 % aus, um eine undurchlässige Begrenzung innerhalb des Strö-
mungsraums auszubilden. Die Ergebnisse, die unter Verwendung eines Zufallsgene-
rators, der die undurchlässigen Elemente nach dem Mersenne-Twister Algorithmus 
verteilt, zeigen aber, dass für diesen Wertebereich (AK = 1%) die integrale Permeabi-
lität noch bei mehr als 95 % der initialen Permeabilität liegt.  
Eine detaillierte Betrachtung der des vorgestellten Verlaufes zugrundeliegenden Ein-
zelrechnungen zeigt, dass sich erst ab einer Kontaktfläche größer 25 % Strukturen 
ausbilden, die aufgrund ihrer Ausrichtung zu einer totalen Undurchlässigkeit des 
Strömungsraums führen können. Zugleich kann aber bei identischer Kontaktfläche 
die Durchlässigkeit noch bei ca. 60 % des Ausgangswertes liegen. Dieser signifikan-
te Unterschied verdeutlicht die hohe Sensitivität der Durchlässigkeit bezüglich der 
Ausrichtung der undurchlässigen Kluftelemente.  
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Mit der Zunahme der Kontaktfläche steigt die Wahrscheinlichkeit, dass die Kluft 
undurchlässig wird. Für diesen Modellansatz zeigen die Ergebnisse, dass bei einer 
Kontaktfläche von 35 % die Wahrscheinlichkeit bei 50 % liegt, eine undurchlässige 
Kluft auszubilden. 
Zwei diskrete Ergebnisse der Einzelrechnungen (V4 und V8), die dem dargestellten 
Ergebnis des Modells 1 zugrunde liegen, sowie die dazugehörige explizite Entwick-
lung und Verteilung der Kontaktfläche innerhalb des Strömungsraums sind im An-
hang A (Abbildungen A2 und A3) dargestellt. 
Modell 2 & 3 
Die Abbildung 32 fast die Ergebnisse der numerischen Strömungssimulation an einer 
rauen Kluftoberfläche zusammen. Diese umfasst die Ergebnisse des Modells 2 (Kon-
taktflächenzunahme ohne Minimierung der Rissöffnungsweite) und des Modells 3 
(Kontaktflächenzunahme unter Berücksichtigung der Minimierung Rissöffnungswei-
te nach Gleichung (113). Die im Modell 3 auftretende Reduktion ist somit eine 
Kombination der Reduktion infolge einer Zunahme der Kontaktfläche und einer Ver-
ringerung der Öffnungsweite.  
Anhand des hier vorgenommenen Vergleiches soll letztlich dargestellt werden, wie 
eine Verringerung der Öffnungsweite, die sich durch den Kontaktflächenanstieg in-
folge eines Spannungseintrags bedingt, die integrale Permeabilität einer Kluft beein-
flusst. Dieser Effekt ist insofern nicht zu vernachlässigen, da die Öffnungsweite den 
Volumenstrom durch die Kluft als Folge eines anliegenden Druckgradienten mit der 
dritten Potenz beeinflusst (vgl. Gleichung (31)). 
Da beiden Modellen das in seinen geometrischen Eigenschaften gleiche Kluftmodell 
zugrunde liegt, ergibt sich der Effekt der Minimierung der Öffnungsweite auf die 
Leitfähigkeit als Differenz zwischen den beiden Kurven.  
Für das hier durch eine Höhenverteilung vorgegebene diskret beschriebene Kluftmo-
dell ist der durchlässigkeitsminimierende Einfluss der Öffnungsweitenreduzierung 
der deutlich dominantere Effekt. Was sich dadurch zeigt, dass bei einer Kontaktflä-
che von 10 % die mittlere Öffnungsweite nur noch bei etwa 35 % der ursprünglichen 
Öffnungsweite liegt. Bei gleichzeitiger Berücksichtigung des Kontaktflächenanstiegs 
führt dies zu einer Reduktion der Permeabilität um mehr als 80 % auf etwa 7 % der 
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initialen Permeabilität. Im Vergleich dazu beträgt die Reduktion der Permeabilität, 
welche ausschließlich durch eine Kontaktflächenanstieg hervorgerufen wird, nur 
25 %, d. h. die integrale Permeabilität der Kluft liegt noch bei etwa 75 % der initialen 
Permeabilität.  
Die starke Reduktion der Leitfähigkeit für das Modell 3 im Vergleich zum Modell 2 
liegt darin begründet, dass die Öffnungsweite und folglich auch deren Verringerung 
die Durchlässigkeit einer Kluft mit der dritten Potenz beeinflusst (vgl. Gleichung 
(31)). Aufgrund der hier gewählten Höhenverteilung (Modell 3) erfordert der Kon-
taktflächenanstieg besonders zu Beginn eine starke Reduktion der mittleren Öff-
nungsweite (vgl. Abbildung 32). Dies führt dazu, dass die Öffnungsweitenverringe-
rung die Leitfähigkeitsreduktion gegenüber dem Effekt, den der Kontaktflächenan-
stiegt hervorruft deutlich dominiert. 
Eine allgemeingültige Aussage, welcher Effekt dominiert, kann daraus aber nicht 
abgeleitet werden. Zwar ist der Einfluss der Reduktion der Öffnungsweite auf die 
Durchlässigkeit bekannt (Hagen-Poiseuillesches Gesetz), die einer expliziten Kon-
taktfläche zuzuordnende Setzung bzw. Minimierung der Öffnungsweite hängt aber 
von der spezifischen Geometrie der Kluftoberfläche ab. Das heißt, liegt bei einer 
Kluft eine Höhenverteilung vor, die einen Kontaktflächenanstieg ohne eine signifi-
kante Verringerung der Öffnungsweite ermöglicht, kann der durchlässigkeitsreduzie-
rende Einfluss der Kontaktflächenzunahme der bedeutendere Effekt sein. 
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5 Experimentelle Arbeiten 
Die Beschreibung der experimentellen Versuche, die Zusammenhang mit dieser Ar-
beit durchgeführt worden sind, ist der Inhalt des folgenden Kapitels. Die Schwer-
punkte hierbei waren: 
• die Bestimmung der Oberflächenhärte nach Meyer an ausgewählten Shale-
Proben 
• und die Durchführung von Durchströmungsversuchen an Proppant-
Schüttungen mittels einer modifizierten Flutzelle nach API RP 61 [96]. 
Erläutert und dargestellt werden die verwendeten Versuchsaufbauten, die Versuchs-
durchführung und die gewonnenen Ergbnisse. 
 Bestimmung der Oberflächenhärte an Shale-Proben 5.1
Für die Bestimmung der Oberflächenhärte an Shale-Proben wurde auf die Kugel-
druckprobe zurückgegriffen. Diese wurden durch die freundliche Unterstützung des 
Instituts für Werkstofftechnik der TU Bergakademie Freiberg durchgeführt. Insge-
samt wurden drei unterschiedliche Shale-Sorten untersucht. Dies waren Referenz-
proben aus den Formationen Marcellus, Eagle Ford und Barnett (USA). Die Eindrü-
cke wurden mit drei verschiedenen Eindringkörpern (Indenterdurchmesser: 1; 2,5 
und 5 mm) in einem Lastbereich zwischen 49,05 – 1000 N erzeugt. 
 Prüfmaschine 5.1.1
Die Versuche zur Bestimmung der Oberflächeneigenschaften wurden mit einer Uni-
versallhärteprüfmaschine vom Typ WPM HPO 250 durgeführt (Abbildung 33). Mit 
dieser Prüfmaschine können standardmäßig sowohl Untersuchungen nach Brinell als 
auch nach Vickers durchgeführt werden. Sie verfügt über eine schwenkbare Indenter-
Aufnahme mit integrierter Vergrößerungsoptik inkl. Mattscheibe und Messeinrich-
tung, mit der die erzeugten Eindrücke direkt nach dem Krafteintrag vermessen wer-
den können. Es können Indenter mit einem Durchmesser von 1 bis 10 mm verwendet 
werden. Die aufzubringende Kraft kann stufenweise zwischen 49,05 N bis maximal 




Abbildung 33: Universal Härteprüfmaschine vom Typ WPM HPO 250 
 Identer 5.1.2
Für die Versuche wurden drei verschiedene Eindringkörper mit Durchmessern von 1; 
2,5 und 5 mm verwendet. Ein solcher Indenter besteht aus dem eigentlichen Ein-
dringkörper, in diesem Fall eine Hartmetallkugel, und dem entsprechenden Gegen-
stempel. Dieser Gegenstempel fixiert die Kugel in der Kugelfassung und gewährleis-
tet den Krafteintrag in die Probe (Abbildung 34). 
 




Die Versuche wurden an drei verschiedenen Shale-Sorten durchgeführt. Die Proben 
stammen aus den Formationen Eagle Ford, Marcellus und Barnett (Abbildung 35). 
Die Probekörper sind planparallel, polierte Scheiben mit einem Durchmesser von 
50,8 mm und einer Höhe 25,4 mm. Um zu verhindern, dass die Proben durch den 
punktuellen Lasteintrag zerstört werden, wurden diese während den Messungen in 
einem Rahmen fixiert. Vor den Härtemessungen wurden die Proben 24 h mit Wasser 
gesättigt. Hintergrund hierfür ist, dass das Medium zur Bestimmung der Leitfähigkeit 
in den Strömungsversuchen ebenfalls Wasser ist und Effekte, die durch eine mögli-
che Reaktion durch den Kontakt zwischen Ton und Wasser auftreten, in den Härte-
messungen mit berücksichtigt werden. 
 
Abbildung 35: Für die Härtemessung vorbereitete Proben der Formationen Barnett (1), Marcellus (2) und 
Eagle Ford (3) 
 Vorgehensweise Eindruckerzeugung 5.1.4
Die Shale-Proben wurden, wie in Abbildung 36 gezeigt, in die Vorrichtung eingebaut 
und mithilfe des höhenverstellbaren Prüftisches gegen die Spannhülse eingespannt, 
um somit einen direkten Krafteintrag zu gewährleisten. 




Abbildung 36: Eingebaute Prüfkörper 
Anschließend wurde die im Voraus gewählte Prüfkraft aufgebracht. Dies muss stoß- 
und schwingungsfrei orthogonal zur Prüffläche erfolgen. Nachdem sich der maxima-
le Wert eingestellt hat, wurde die Kraft mindestens 10 s gehalten, um sicherzustellen, 
dass die plastische Verformung abgeschlossen ist. Nach der Entlastung wurde die 
Probe versetzt und ein neuer Messpunkt gewählt. 
Um zu verhindern, dass eine Messung durch einen zuvor erzeugten Abdruck beein-
flusst wird, ist der Abstand zwischen den einzelnen Abdrücken mindestens das 2,5-
fache des mittleren Eindruckdurchmessers. Pro Prüfkörper konnten so fünf Messin-
tervalle mit bis zu 12 Eindrücken pro Diagonale erzeugt werden. Abbildung 37 zeigt 




Abbildung 37: Shale-Probe nach der Kugeldruckprobe mit Eindrücken 
Die für die Untersuchungen gewählten Prüfkräfte lagen in Abhängigkeit vom Inden-
terdurchmesser zwischen 49,08 N und 1000 N. Hierbei wurde für jeden der drei In-
denterdurchmesser (1, 2,5; und 5 mm) die Kraft stufenweise vom minimalen zum 
maximalen Wert gesteigert. Die Steigerung wurde abgebrochen, sobald die gewählte 
Kraft einen Abdruck erzeugte, dessen Durchmesser größer als das 0,8-fache des In-
denterdurchmessers war. Dieser Grenzwert wurde bei dem Indenterdurchmesser von 
5 mm im Schnitt bei einer Kraft größer 1000 N erreicht. Bei der Verwendung des 1 
mm großen Eindringkörpers lag sie zwischen 150 und 200 N. 
 Bestimmung der Durchmesser 5.1.5
Die Bestimmung des Härtewertes nach Meyer beruht auf der Erfassung des Durch-
messers (dh), die der Eindringkörper bei entsprechender Kraft in der Oberfläche hin-
terlässt. Für die Bildung von dh wird standardmäßig der Mittelwert zwei zueinander 
um 90° versetzt stehender Durchmesser genutzt. Somit werden Unterschiede in den 
Längen der Durchmesser eines Abdruckes, die durch Anisotropien in der Prüfober-
fläche hervorgerufen werden können, ausgeglichen. 
Die für die Versuche genutzte Prüfmaschine verfügt standardmäßig über eine inte-
grierte Optik und Messeinrichtung, die eine Durchmesserbestimmung direkt nach der 
Entlastung ermöglicht. Diese setzt aber eine stark reflektierende Prüfoberfläche vo-
raus. Die im Gegensatz dazu stark absorbierenden Shale-Proben konnten mit dieser 
Vorrichtung nicht vermessen werden, da zwischen Abdruck und ungestörter Oberflä-
che keine präzise Kante erkennbar war. 
Aus diesem Grund wurde für die Vermessung auf ein digitales Mikroskop vom Typ 
KEYENCE VHX-600D® zurückgegriffen, welches über ein größeres Spektrum an 
Beleuchtungs- und Filtermöglichkeiten verfügt (Abbildung 38). Diese Optionen er-
möglichen es, die Kante zwischen Abdruck und ungestörter Probe exakt zu bestim-
men. Dieses System ermöglicht eine bis zu 200fache Vergrößerung der untersuchten 
Objekte und verfügt neben der Hardware, die aus der eigentlichen optischen Einheit 
inklusive Stativ und Messtisch und einem Bildschirm besteht, über eine Anwen-
dungssoftware, mit dem Objekte mit unterschiedlichen Verfahren digital vermessen 




Abbildung 38: digitales Auflichtmikroskop (KEYENCE VHX-600D®) inklusive Messtisch, Stativ und Ob-
jektiv 
 
Abbildung 39: Vermessung eines Indenterabdrucks bei 100-facher Vergrößerung 
 Ergebnisse der Härtemessung 5.1.6
Die Auswertung der Härtemessung ist der Inhalt des folgenden Abschnitts. Die de-
taillierten Ergebnisse der einzelnen Versuche sind in den Tabellen im Anhang B zu-
sammengefasst. 
Zur Darstellung eines einzelnen Härtewertes wurden pro Laststufe und Indenter-
durchmesser mindestens 20 einzelne Abdrücke erzeugt aus deren Mittelwert der ei-
gentliche Härtewert gebildet wurde. Die relativ hohe Anzahl der Einzelmessungen 
begründet sich damit, dass natürlich auftretende Inhomogenitäten in der Oberfläche 
die Messwerte beeinflussen und es zu einer Streuung innerhalb einer Messreihe 
kommt. Um diesen Einfluss zu minimieren, wurde diese hohe Anzahl gewählt. 
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Die für die Meyer-Analyse herangezogenen Werte bilden sich aus dem sogenannten 
gestutzten Mittelwert (dg). Dies soll eine Mittelwertverzerrung, die durch Ausreißer 
bedingt ist, minimieren. Aus den einzelnen Datensätzen wurden daher der maximale 
und minimale Messwert entfernt und aus den Verbleibenden der Mittelwert gebildet. 
Die Tabellen im Anhang B (Ergebnisse Härtemessung) zeigen den verwendeten In-
denterdurchmesser (D), die eingeleitete Kraft (F), den mittleren (dg0,05), den maxima-
len und minimalen Durchmesser der Eindrücke, sowie die Standardabweichung (sd) 
und den Variationskoeffizienten (VarK (d)). Dieser normiert die Standardabwei-
chung in Bezug auf den mittleren Durchmesser und ist für diese Betrachtung ein In-









=  (123) 
Demnach ist ein hoher Wert ein Anzeichen für eine inhomogene Oberflächenhärte, 
niedrige Werte weisen auf eine relativ homogene Verteilung der Oberflächeneigen-
schaften hin. Als relative Kenngröße lässt der Variationskoeffizient auch einen Ver-
gleich der Oberflächeneigenschaften zwischen den verschiedenen Proben zu. Bezieht 
man sich auf diese Kenngröße, um die Verteilung der Oberflächeneigenschaften der 
Proben zu bewerten, weisen die Proben der Formation Marcellus-Shale mit einem 
Variationskoeffizienten von durchschnittlich 4,5 Prozent die größte Homogenität 
bezüglich der Oberflächenhärte auf. Im Vergleich dazu streuen die Werte für die 
Formation Eagle Ford mit durchschnittlich 11,2 Prozent stärker. 
Die für die graphische Auswertung herangezogenen Datenpunkte bilden sich aus den 
Mittelwerten der einzelnen Messreihen, diese unterliegen einer Streuung bedingt 
durch Messfehler und Unregelmäßigkeiten in der Oberfläche selbst. Um diesen Ein-
fluss auf den gebildeten Mittelwert zu berücksichtigen, wird die Angabe um den 






∆ = , (124) 
wobei sd hier die Standardabweichung des Einzelmesswertes ist, welche in Glei-

















∑  (125) 
Die Abbildungen 40 bis 42 zeigen die graphische Darstellung der in den Tabelle B1 
bis Tabelle B8 (Anhang B) zusammengefassten Ergebnisse und die Bestimmung der 
Meyer-Härte (HM) und des Meyer-Index (α). 
 
Abbildung 40: Zusammenfassung der Ergebnisse der Kugeldruckprobe für die Eagle Ford-Proben und 
Auswertung nach der Meyer-Analyse 
 
Abbildung 41: Zusammenfassung der Ergebnisse der Kugeldruckprobe für die Barnett-Shale-Proben und 




































Abbildung 42: Zusammenfassung der Ergebnisse der Kugeldruckprobe für die Marcellus-Shale-Proben 
und Auswertung nach der Meyer-Analyse 
 Diskussion der Härtemessung 5.1.7
Die mithilfe der Diagramme bestimmten Materialwerte für die drei verschiedenen 
Formationen sind in der Tabelle 9 zusammengefasst. Die Meyer-Härte (HM) liegt 
zwischen 133 und 518 MPa. Der Meyer-Index (α) variiert zwischen 1,9 und 2,3. 
Demnach sind die Proben der Marcellus-Formation mit einer Härte (HM) von 518 
MPa die härteste der drei untersuchten Formationen. Die weichste, das heißt die 
Formation mit dem geringsten Widerstand gegen ein mechanisches Eindringen eines 
härteren Körpers, ist die Barnett-Formation. Die bestimmte Meyer-Härte beträgt 
133 MPa. 
Tabelle 3: Zusammenfassung der für die Proben ermittelten Materialkennwerte HM und α 
Formation HM [N/mm²] α 
Marcellus 518 ± 23 1,92 ± 0,011 
Eagle Ford 404 ± 35 2,28 ± 0,012 
Barnett 133 ± 7 2,16 ± 0,02 
 
Ein Vergleich der drei Kurven zeigt, dass die Messwerte der Marcellus und Barnett 
Formation nahezu eindeutig durch die lineare Ausgleichsgrade abgebildet werden. 



















te der Eagle Ford-Proben stärker. Der Verlauf der Datenpunkt und das R² mit einem 
Wert von 0,94 belegen aber immer noch einen funktionalen Zusammenhang zwi-
schen den Größen d/D und F/D². 
Für die Streuung der Messwerte gibt es zwei mögliche Ursachen. Zum einen können 
gerätebedingte Fehler wie z. B. ungenaue Prüflasten oder Messfehler bei der visuel-
len Auswertung der Abdrücke die Messwerte beeinflussen und zu Schwankungen 
führen. Eine zweite mögliche Ursache kann in der Struktur des Prüfkörpers liegen. 
Diese kann aus Mineralen aufgebaut sein, die sich in ihren mechanischen Eigen-
schaften deutlich unterscheiden. Eine punktuelle Akkumulation der unterschiedli-
chen Minerale bzw. ein ungünstiges Größenverhältnis der Oberfläche aufbauenden 
Minerale in Bezug auf die Durchmesser der Indenter kann dazu führen, dass eine 
inhomogene Oberfläche entsteht, die sich durch punktuell unterschiedliche mechani-
sche Eigenschaften auszeichnet. 
Unter der Annahme, dass die geräte- und auswertungsbedingten Fehler für alle drei 
untersuchten Formationen identisch sind und die zusätzliche Abweichung durch 
strukturelle Unterschiede in der Probe hervorgerufen werden, ist die Eagle Ford-
Formation, die mit der größten Variation in ihren mechanischen Eigenschaften. Im 
Vergleich dazu deuten die Graphen der Marcellus und Barnett-Formation auf eine in 
ihren Eigenschaften sehr homogene Zusammensetzung hin. 
Der visuelle Vergleich der Oberflächen der drei verschiedenen Formationen bestätigt 
diese Annahme. Die Oberflächen der Barnett und Marcellus-Proben sind optisch sehr 
homogen. Erkennbare Unterschiede treten maximal in Form von Schichtungen auf, 
die aber strukturiert angeordnet sind. Dahingegen sind die Proben der Eagle Ford-
Formation aus farblich deutlich unterschiedlichen Mineralen aufgebaut, die unstruk-
turiert verteilt sind (vgl. Abbildung 35).  
Die Darstellung der Ergebnisse für die drei untersuchten Proben nach der Meyer-
Analyse zeigen einen eindeutigen linearen Zusammenhang zwischen dem Quotienten 
aus Eindruckdurchmessers zu Indenterdurchmesser (d/D) und dem Quotienten aus 
eingetragener Kraft zum Quadrat des Indenterdurchmessers (F/D²).  
Dies bedeutet, dass der Ansatz von Meyer auch für die Quantifizierung der Oberflä-
cheneigenschaften von nicht metallischen Materialen eine Option darstellt. Eine Op-
tion, die es ermöglicht mit geringem technischen Aufwand vergleichbare Messer-
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gebnisse zu generieren. Dieses Messverfahren stellt somit auch eine neue Option dar, 
mögliche Einflüsse unterschiedlicher Fluide auf die Eigenschaften der Formation zu 
untersuchen und zu quantifizieren. 
 Durchströmungsversuche 5.2
Die Durchströmungsversuche, wurden mithilfe eines am Institut für Bohrtechnik und 
Fluidbergbau (IBF) befindlichen Versuchsstandes zur Untersuchung der hydrauli-
schen Eigenschaften von Proppant-Schüttungen durchgeführt. Kernstück der Anlage 
ist eine Flutzelle nach API RP 61. Mit dieser Zelle kann der Einfluss des Überlage-
rungsdrucks auf das Durchlässigkeitsverhalten einer Proppant-Schüttung untersucht 
werden. Im hier verwendeten Versuchsaufbau können dabei Überlagerungsdrücke 
von bis zu 100 MPa generiert werden. Aufgebracht werden sie mittels einer hydrauli-
schen Presse, in die die Zelle während der Versuche eingebaut ist. Schematisch ist 
der Aufbau in der Abbildung 43 dargestellt. Die Abbildung zeigt neben der Zelle und 
der hydraulischen Presse die verwendete Messtechnik, sowie eine eingebaute Forma-
tionsprobe, die als Proppant-Träger fungiert. 
Die Ziele, die mit diesen Messungen verfolgt werden, können wie folgt zusammen-
gefasst werden: 
• Bestimmung der Durchlässigkeit (k) in Abhängigkeit vom Überlagerungs-
druck 
• Einfluss des Überlagerungsdrucks auf die Einbettung der Proppants in unter-
schiedliche Lagerstättengesteine 
Die Bestimmung der Durchlässigkeit (k) der Schüttung erfolgt über das Darcy-









In dieser Gleichung ist: 
• Q der Volumenstrom, 
• A die durchströmte Querschnittsfläche, 
• k die Permeabilität, 
• η die dynamische Viskosität und 
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•  der Druckgradient entlang der Strömungsrichtung, 
wobei die Fläche A das Produkt aus der Breite des Strömungsraums (b) (Abbildung 
46) und der Höhe der Proppant-Schüttung (hf) ist (Gleichung (127)). 
 fA b h= ⋅  (127) 
Quantifiziert wird die Leitfähigkeit einer Proppant-Schüttung aber auch über die so-
genannte Fracture-Conductivity (Cf). Sie ist das Produkt aus der Permeabilität der 
Schüttung und der Öffnungsweite des Risses (hf) (Gleichung (128)). 
 f fC k h= ⋅  (128) 
Für die Bestimmung der Fracture-Conductivity kann folgender Ausdruck verwendet 















 Modifizierte API Conductivity Zelle 5.2.1
Die API RP 61 Zelle ist eine standardisierte Testvorrichtung, um die Durchlässigkeit 
von Proppant-Schüttungen zu messen. Ihr Design und die Messprozedur basieren auf 
der API RP 61, welche 1989 veröffentlicht wurde. Die Zelle erlaubt es, die Durchläs-
sigkeit unter dem Einfluss unterschiedlicher Überlagerungsdrücke zu bestimmen. Sie 
bildet in einer modifizierten Ausführung das Kernstück des verwendeten Versuchs-
aufbaues. 
Der standardmäßige Grundaufbau besteht aus einem rechteckig geformten Zellen-
körper, zwei Stempeln (Ober- und Unterstempel) und zwei Probenträgerplatten, zwi-
schen denen die Probenblatten und die Proppant-Schüttung eingebaut werden 
(Abbildung 44). 
 
Abbildung 44: Aufbau API RP 61 Fracture-Conductivity Zelle 
Im unteren Bereich des Zellenkörpers sind pro Seite zwei Madenschrauben 
(Abbildung 44; 5a und 5b) angebracht. Über diese kann der Unterstempel fixiert 
werden, so dass ein zentrierter Einbau der Proben möglich ist. 
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Die Zelle wird in Längsrichtung durchströmt. Hierfür verfügt sie an den gegenüber-
liegenden Stirnflächen über zwei Anschlüsse. Seitlich an der Zelle, d. h. orthogonal 
zur Strömungsrichtung, sind in einem Abstand von 139,4 mm Anschlüsse angebracht 
(Abbildung 45; 2a und 2b). Diese dienen der Aufnahme von Drucksensoren, mit de-
nen der Druckverslust während der Durchströmung gemessen wird. Die Breite des 
Strömungsraums beträgt 38 mm. Um auch mit korrosiven Medien arbeiten zu kön-
nen, sind alle Zellenteile aus rostfreiem Edelstahl gefertigt. 
Die Modifizierung der Zelle besteht darin, dass der Grundkörper über eine den ge-
samten Umfang umlaufende Bohrung verfügt, welche es ermöglicht die Zelle wäh-
rend der Versuche mit einem Wärmeträger zu durchströmen und so aktiv zu heizen 
(Abbildung 45; 3). Um den Heizvorgang zu überwachen, sind zusätzlich zwei Boh-
rungen in die Zelle eingebracht, die der Aufnahme von Temperatursensoren dienen 
(Abbildung 45 - 4a und 4b). Der Zellenkörper ist 56 mm höher als ursprünglich vor-
gesehen, dies ermöglicht den Einbau von Probenplatten, um somit Effekte die durch 
Wechselwirkungen zwischen Fluid und Probe auftreten zu untersuchen.  
 
Abbildung 45: Modifizierte Fracture-Conductivity Zelle nach API RP 61 
Die Form und die Größe des Strömungsraums sind von den Modifizierungen aber 
ausgenommen und somit identisch zu den Vorgaben der API RP 61. Dies gewähr-
leistet eine Vergleichbarkeit der gewonnenen Ergebnisse mit Versuchen, die mittels 
des ursprünglichen Versuchsaufbaues durchgeführt worden sind. Die Abbildung 46 








Abbildung 46: Strömungsraum der API RP 61 Zelle  
 Gesamter Versuchsaufbau 5.2.2
Eingebaut wird die Zelle in eine hydraulische Presse mittels derer der Überlage-
rungsdruck auf die Proben aufgebracht wird. Mit der Presse ist es möglich, Gebirgs-
drücke von bis zu 100 MPa (ca. 1000 bar) zu simulieren. Die Abbildung 47 zeigt den 
Versuchstand, inklusive der angebrachten Messtechnik wie er im Technikum des IBF 
aufgebaut ist. 
 
Abbildung 47: Versuchstand zur Untersuchung der Durchlässigkeit von Proppant-Schüttungen am IBF 
 Messtechnik 5.2.3
Das Ziel der Versuchsreihen ist es, den Einfluss des Überlagerungsdrucks auf eine 
Verringerung der gestützten Öffnungsweite als Folge der Einbettung der Proppants 
Experimentelle Arbeiten 
 99 
in die Formation und die daraus resultierende Verringerung der Leitfähigkeit zu be-
stimmen. Zur Quantifizierung dieser Werte werden folgende Größen gemessen. 
• Überlagerungsdruck auf der Schüttung (σz) 
• Setzung/Einbettung (uz) 
• Druckverlust über die Schüttung (∆p) 
• Volumenstrom (Q) 
Die Messwerte, außer der Volumenstrom, werden während der Versuche in Echtzeit 
mittels eines Daten-Loggers (ALMEMO® AHLBORN 5690-1M) aufgezeichnet. Der 
Volumenstrom wird mittels eines Becherglases und einer Stoppuhr manuell be-
stimmt. 
 Druckverlust 5.2.3.1
Der Druckverlust (∆p), welcher sich als Folge des Strömungsvorgangs einstellt, wird 
mittels eines Differenzdrucktransmitters gemessen (vgl. Abbildung 47, Nr. 3). Dieser 
ist über die Anschlussstellen 2a und 2b direkt mit dem Strömungsraum der Zelle ver-
bunden (vgl. Abbildung 45). Der verwendete Transmitter verfügt über einen Messbe-
reich von ± 1,3 bar bei einer Genauigkeit von ± 0,1 % vom Endwert. 
 Verschiebung 5.2.3.2
Die Verschiebung wird mittels zweier induktiver Wegsensoren, welche nach dem 
Differential-Transformer-Prinzip arbeiten, gemessen (vgl. Abbildung 47, Nr. 5a und 
5b). Diese verfügen über einen Messbereich von 0,0 bis 2,5 mm bei einer Auflösung 
von 1 µm. Die Messabweichung dieser Sensoren beträgt ± 0,1 % vom Endwert. Sie 
sind lotrecht mittels Sensoraufnahmen um 180° versetzt am Oberstempel der hydrau-
lischen Presse angebracht und vermessen dessen vertikalen Verfahrweg. 
 Versuchsdurchführung 5.2.4
Die Durchströmungsversuche wurden an Referenzproben aus den Formationen 
Marcellus und Eagle Ford durchgeführt. Die Grundform der Platten ist angepasst an 
den Strömungsraum der API-Zelle. Sie sind 177 mm lang, 38 mm breit und haben 




Abbildung 48: Shale-Proben in der Form der API RP 61 Zelle (oben: Marcellus; unten Eagle Ford) 
Nachdem ein Versuch vorbereitet und eingebaut wurde, wurde mittels der hydrauli-
schen Presse ein Druck von 100 bar aufgebracht. So wurde sichergestellt, dass der 
Oberstempel plan auf der Zwischenplatte und den Proppants aufliegt. Dies ist nötig, 
damit die O-Ringdichtung sicher dichtet und es zu keinen Leckagen zwischen Stem-
pel und Zellenkörper kommt. Anschließend wurde die Zelle geflutet. Nachdem der 
Porenraum vollständig gesättigt war, wurde die Zelle für 24 h eingeschlossen, bevor 
die eigentliche Messung begann. Dabei wurde der Überlagerungsdruck stufenweise 
in 50 bar-Schritten bis zu einem maximal Druck von 520 bar gesteigert. Nach jeder 
Laststeigerung wurde die Zelle durchströmt und der Volumenstrom (Q) und der sich 
einstellende Druckverlust (∆p) gemessen. 
Insgesamt wurden so 12 Versuche durchgeführt, je sechs Versuche mit Proben der 
Marcellus-Formation und sechs Versuche mit Proben der Eagle Ford-Formation.  
Um den Effekt der Proppant-Konzentration auf die Setzung zu untersuchen, wurde 
mit zwei verschiedenen Konzentrationen gearbeitet. Diese betrugen 0,78 kg/m² und 
1,56 kg/m², welches einer Proppant-Masse von 5 bzw. 10 g entspricht. Die Schüttung 
mit einer Masse von 10 g bildet dabei einen sogenannten full Monolayer aus. Bei 
dieser Form bilden die Proppants eine einlagige, dicht gepackte Schüttung, bei der 
nahezu jede Stelle auf der Oberfläche mit einem Proppant besetzt ist. Im Vergleich 
dazu bilden die Versuche mit einer Konzentration von 0,78 kg/m² einen partial Mo-
nolayer. Als solche bezeichnet man einlagige Schüttungen, die nicht voll besetzt ist. 
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 Verwendete Proppants 5.2.5
Die in den Durchströmungsversuchen verwendeten Proppants bestanden aus gesin-
tertem Bauxit (vgl. Abbildung 49). Die nominelle Größe der eingesetzten Schüttung 
betrug 20 - 40 Mesh, welches einer Durchmesser-Bandbreite von ca. 0,44 – 0,85 mm 
entspricht. Die Abbildung 49 zeigt eine mikroskopische Aufnahme der verwendeten 
Proppants. 
Diese Proppants zählen zu den High Strength Proppants und sind - anders als natür-
lich vorkommende Sande - künstlich, somit extra für den Einsatz als Stützmittel her-
gestellt. Sie zeichnen sich durch ihre hohe Festigkeit aus, welches sie besonders für 
den Einsatz in tiefen Bohrungen bzw. in Formationen prädestiniert, in denen auf-
grund einer hohen insitu Spannung eine hohe Kraft auf die Proppants wirkt.  
 
Abbildung 49: Proppants aus gesintertem Bauxit der Korngröße 20 – 40 Mesh 
 Begründung für die Proppant Auswahl 5.2.6
Die hohe Festigkeit dieser Proppants begründet auch die Wahl für den Einsatz in den 
Durchströmungsversuchen, da mögliche zusätzliche Fehlerquellen, die durch das 
Versagen der Proppants infolge des Spannungseintrags auftreten können, minimiert 
werden. Zudem weisen sie eine sehr einheitliche Form auf, die mit der einer Kugel 
vergleichbar ist. Die angegebenen Größen für Rauheit und Sphärizität sind 0,9. Im 
Vergleich bei einer idealen Kugel sind diese Werte genau eins. 
Experimentelle Arbeiten 
 102 
 Ergebnisse der Durchströmungsversuche 5.2.7
Die Ergebnisse der Versuche, welche mittels der abgewandelten API RP 61 - Zelle 
durchgeführt worden sind, werden in den folgenden Punkten zusammengefasst und 
bewertet. Die Ziele der Versuchsreihen waren zum einen die Messung der Einbet-
tung in Abhängigkeit der Proppant-Konzentration, der Spannung und den Materi-
aleigenschaften der verwendeten Formation und zum anderen die Untersuchung des 
Effekts der Minimierung der Spaltöffnung als Folge der Einbettung auf die Leitfä-
higkeit der Proben. 
 Setzung 5.2.7.1
Die Abbildung 50 (Marcellus) und Abbildung 51 (Eagle Ford) zeigen die Ergebnisse 
der Setzungsmessungen als Funktion der Spannung und der Proppant-Konzentration 
für die zwei untersuchten Formationen. Die als Rauten dargestellten Messwerte zei-
gen die Setzung bei einer Proppant-Konzentration 1,56 kg/m² und die Punkte reprä-
sentieren die Messungen bei einer Konzentration von 0,78 kg/m². 
 



























Abbildung 51: Spannung vs. Setzung für die Versuche an den Eagle Ford-Proben 
 Durchlässigkeit 5.2.7.2
Die Abbildung 52 und Abbildung 53 zeigen die Entwicklung der Durchlässigkeit in 
Form der Fracture-Conductivity (Cf) in Abhängigkeit von der Spannung (σz). 
 



















































Abbildung 53: Entwicklung der Fracture-Cconductivity für die Versuche an den Eagle Ford-Proben 
 Diskussion der Durchströmungsversuche 5.2.8
Der Hintergrund der Versuche, die mithilfe der API-Zelle durchgeführt wurden sind, 
war: 
• die Untersuchung der Einbettung einer Proppant-Schicht in Abhängigkeit von 
Spannung und Proppant-Konzentration 
• und die Bestimmung der Durchlässigkeit der Schüttung in Abhängigkeit vom 
Überlagerungsdruck und der damit einhergehenden Einbettung der Proppants. 
Die Ergebnisse der verschiedenen Versuchsreihen, die in den Abbildung 50 bis 
Abbildung 53 dargestellt sind, werden im Folgenden diskutiert. 
 Ergebnisse Setzung 5.2.8.1
Die Ergebnisse der Einbettung als Funktion der Proppant-Konzentration (CPro) und 
der Spannung sind in den Abbildung 50 und Abbildung 51 dargestellt. Abbildung 50 
fast die Versuche an den Proben der Marcellus-Formation und Abbildung 51 die an 
den der Eagle Ford-Formation zusammen. 
Proppant-Konzentration 
Die Ergebnisse der Messungen belegen, dass die Proppant-Konzentration (CPro) ei-
























mit steigendender Konzentration die Einbettung abnimmt. Dieser Effekt tritt sowohl 
bei den Versuchen mit den Proben der Eagle Ford-Formation als auch bei den Versu-
chen mit Marcellus-Proben auf. 
Die geringste Einbettung zeigt sich bei der Versuchsreihe mit den Proben der 
Marcellus-Formation. Die mittlere Einbettung (uzm) unter Verwendung der hohen 
Schüttungsdichte (Proppants-Konzentration = 1,56 kg/m²) liegt bei einer Spannung 
von 45 MPa bei 0,24 mm. Die höchste Einbettung ergibt sich bei der Versuchsreihe 
mit der Eagle Ford-Formation mit der geringen Schüttungsdichte (Proppants-
Konzentraion = 0,76 kg/m²). Die mittlere Einbettung liegt hier bei 0,37 mm. 
Zusammengefasst sind die Ergebnisse der Einbettung für eine Referenzspannung von 
45 MPa für die vier Versuchsreihen in Tabelle 4. 
Tabelle 4: mittlere absolute Einbettung bei einer Referenzspannung von 45 MPa (ohne Berücksichtigung 
des Versuchs EF_5_c) 
Formation CPro [kg/m²] uzm (@ 45 MPa) [mm] 






Der konzentrationsbedingte Unterschied im Betrag der Setzung lässt sich damit be-
gründen, dass mit der Zunahme der Proppant-Konzentration auch die Anzahl an po-
tentiellen Stützstellen steigt. Die wirkende Spannung kann sich somit auf mehr 
Proppants verteilen, dies führt wiederum zu einer Verringerung der resultierenden 
Einzelkraft, die auf ein Proppant wirkt und somit zu einer geringeren Verschiebung. 
Die Verläufe der Kurven zeigen, dass mit zunehmender Spannung der Einfluss der 
Proppant-Konzentration auf die Einbettung zunimmt. Ein Vergleich der Kurven mit 
einer niedrigen Schüttungsdichte mit den Kurven der höheren Schüttungsdichte des 
gleichen Probenmaterials zeigt, dass mit der Zunahme der Spannung der Abstand 






Die Härtemessungen zeigten, dass die Proben der Marcellus-Formation mit einer 
bestimmten Meyer-Härte (HM) von 518 MPa einen größeren Widerstand gegen das 
Eindringen haben als die Proben der Eagle Ford-Formation (HM = 403 MPa). Unter 
der Annahme, dass die Einbettung durch die Härte beeinflusst wird, sollte die Einbet-
tung mit steigender Härte bei gleichen Bedingungen geringer ausfallen. Demnach 
sollte die Einbettung bei den Versuchen an den Eagle Ford-Proben (im Vergleich zu 
Marcellus weicher) bei gleichen Bedingungen tendenziell größer sein, als bei den 
Versuchen mit Marcellus-Shale. Dies wurde durch die Versuche bestätigt. Bei glei-
chen Bedingungen war die Einbettung der Proppants in die weichere Formation (Ea-
gle-Ford) größer als in die härtere Formation (Marcellus). 
Der Versuch „EF_5_c“ (Abbildung 51, grüne Punkte) zeigt ein im Vergleich zu den 
restlichen Versuchen deutlich abweichendes Verhalten. Der Verlauf dieses Versu-
ches, der mit einer Proppant-Konzentration von 0,78 kg/m² durchgeführt wurde, 
zeigt im Spannungsbereich von 15 bis 25 MPa ein Sprung in Form einer Zunahme 
der Einbettung von ca. 0,25 mm bei einer Laststeigerung um 5 MPa. Dieses unstetige 
Verhalten zeigt sich bei den anderen Versuchen nicht und ist am ehesten durch einen 
Fehler im Aufbau des Versuches zu erklären. Es könnten sich z. B. Proppants beim 
Einbau verkeilt haben, die im Anschluss versagen oder die Platte selbst könnte ge-
brochen sein. Aufgrund dieser deutlichen Abweichung fließt dieser Versuch daher 
nicht in die weitere Betrachtung ein. 
 Ergebnisse Durchlässigkeit 5.2.8.2
Die Durchlässigkeiten in Abhängigkeit von der Spannung für die vier Versuchsrei-
hen sind in den Abbildung 52 und Abbildung 53 dargestellt. Aufgetragen sind sie als 
fractured conductivity (Cf) in m²*m Gleichung (128). Abbildung 52 fast hier die Er-
gebnisse der Marcellus-Versuche und Abbildung 53 die der Eagle-Ford-Versuche 
zusammen. In den Diagrammen repräsentieren die als Punkte dargestellten Kurven 
die Versuchsreihen, die bei einer niedrigen Schüttungsdichte durchgeführt worden 
sind. Die als Rauten dargestellten Punkte zeigen die Messwerte der Versuche mit der 
höheren Proppants-Konzentration. 
Der Effekt der unterschiedlichen Proppant-Konzentration auf die Durchlässigkeit ist 
aus den Abbildungen deutlich zu erkennen. Die niedrigere Konzentration (Punkte) 
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führen zu einer höheren Durchlässigkeit unter initialen Bedingungen im Vergleich zu 
den Versuchen mit einer hohen Proppant-Konzentration. Unter initialen Bedingun-
gen (σ = 10 MPa) beträgt der Unterschied ca. 2,5e-12 m²*m. Die höhere Durchläs-
sigkeit bei geringerer Packungsdichte begründet sich damit, dass mit abnehmender 
Packungsdichte die Anzahl von Proppants pro Flächeneinheit abnimmt. Da von je-
dem Proppant ein gewisser Fließwiderstand ausgeht, führt eine Verringerung der 
Proppant-Anzahl auch zu einer Verringerung des Fließwiderstandes und somit zu 
einer Erhöhung der Leitfähigkeit. 
Mit steigender Spannung reduziert sich die Differenz zwischen den beiden Kurven-
scharen, da durch die geringere Packungsdichte die Einbettung mit steigender Span-
nung zunimmt und sich somit der Strömungsquerschnitt verringert und der Fließwi-
derstand zunimmt. 
Der stärkere Abfall begründet sich mit einer höheren Einbettung bei gleicher Span-
nung gegenüber den Versuchen mit höherer Packungsdichte. Dies führt dazu, dass 
der Strömungsquerschnitt bzw. die gestützte Weite (hf) kleiner wird, was zu einer 
Verringerung der Durchlässigkeit führt. 
 Durchmesserverteilung der verwendeten Proppants 5.3
Für die in den Versuchen angedachte Bewertung der Einbettung und für die an-
schließende Nachbildung durch Modellrechnungen ist die Größe der eingesetzten 
Proppants neben der Oberflächenhärte des Materials der entscheidende Parameter. 
Daher ist eine möglichst genaue Kenntnis über die Durchmesserverteilung der einge-
setzten Proppant-Schüttung zwingend erforderlich. Die standardmäßige Angabe, die 
nur in einer Maximal- und Minimalangabe des Durchmessers besteht, ist hierfür 
nicht ausreichend, da eine Klasseneinteilung der Schüttung bildenden Durchmesser-
fraktionen nicht gegeben ist. Für eine numerische Nachbildung der Schüttung ist dies 
aber erforderlich. 
 Bestimmung der Durchmesserverteilung mittels Vibrationssiebung 5.3.1
Für die Ermittlung der Korngrößenverteilung einer Proppants-Schüttung bzw. allge-
mein von Schüttgütern verwendet man üblicherweise eine Siebanalyse. Zu den ge-
bräuchlichsten Verfahren gehört auf diesem Gebiet die Vibrationssiebung. Bei die-
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sem Verfahren wird mittels eines Siebturms, der aus mehreren übereinander ange-
ordneten und in der Maschenweite abgestuften Sieben besteht, eine genau definierte 
Masse des Siebgutes in einzelne Fraktionen zerlegt. Anwendung findet diese Metho-
de üblicherweise bei trockenem Schüttgut mit einem Durchmesser zwischen 40 µm 
und 125 mm [97]. 
Für die Analyse wird die Probe auf das oberste Sieb aufgegeben, welches zugleich 
das mit der größten Maschenweite ist. Infolge einer vertikale Schwingbewegung des 
gesamten Versuchsaufbaues wird das Analysegut in ständiger Bewegung gehalten 
und verändert so unentwegt seine Lage und Position und fällt, insofern die Projekti-
onsfläche des Partikels in Fallrichtung kleiner als die Maschenweite des Siebes ist, 
auf das nächst kleinere Sieb und sammelt sich dort. Nach einer entsprechenden Sieb-
dauer erfolgt die Klasseneinteilung der Probe durch das Auswiegen der Masse, die 
sich auf dem jeweiligen Sieben befindet [97]. 
 Ergebnisse der Siebanalyse 5.3.1.1
Der nachstehende Versuch wurde mit einer Siebmaschine vom Typ VIPROTRONIC 
- VE1 der Firma Retzsch durchgeführt. Die gewählten Versuchsparameter sind den 
Empfehlungen der DIN 66165, welche die Grundlagen und die normgerechte Durch-
führung einer Siebanalyse beschreibt, entnommen [98], [99]. 
Die analysierte Proppant-Probe hatte eine Masse von 150,15 g. Die gesamte Sieb-
dauer betrug 10 min, gesiebt wurde in Intervallen von 10 s bei einer Siebamplitude 
von 0,2 mm. 
Das Ergebnis der Siebanalyse sowie die verwendeten Siebe sind in der nachfolgen-
den Tabelle 5 zusammengefasst. Sie zeigt in der Spalte „Siebdurchgang“ den Mas-









Tabelle 5: Ergebnisse der Siebanalyse an einer 20 – 40 Mesh Proppant-Schüttung nach DIN 66165 
Siebgröße  Sieb / Tara  Sieb + Probe  Probe [g] Siebdurchgang 
[mm] [g] [g] [g] [g] [%] 
>1       150,10 99,97 
1 351,66 353,13 1,47 148,64 98,99 
0,63 327,45 450,48 123,03 25,61 17,06 
0,5 312,09 337,58 25,49 0,12 0,08 
0,4 296,95 297,04 0,09 0,03 0,02 
0,315 294,61 294,63 0,02 0,01 0,01 
<0,315 240,51 240,52 0,01     
Einwaage:  150,15 g     
 
Das nachfolgende Diagramm (Abbildung 54) zeigt die Kornverteilungskurve, sowie 
die Klasseneinteilung der gesamten Probe in die durch die Siebe vorgegebenen 
Durchmesserklassen. Dargestellt ist in blau die relative Häufigkeit der einzelnen 
Klassen und in rot die relative kumulierte Häufigkeit. 
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass Siebkurven üblicherweise in einem 
halb-logarithmischen Diagramm dargestellt werden. Darauf wurde in dieser Darstel-
lung verzichtet, da die bestimmten Klassen (Durchmesserbereiche) innerhalb einer 
Zehnerpotenz liegen. 
 












































 Diskussion – Siebanalyse 5.3.1.2
Die Auswertung der Siebanalyse basiert auf der Unterteilung der gesamten Probe in 
sieben Durchmesser-Klassen in einer Bandbreite von kleiner 0,31 bis größer 1,2 mm 
(vgl. Tabelle 5).  
Dabei zeigte sich, dass die Bandbreite der untersuchten Proppant-Durchmesser grö-
ßer ist als die nominell angegebene, welche bei einem Maximalwert von 0,85 mm 
liegt. Ein Beleg dafür ist, dass mehr als ein Ma.-% der Probe einen Durchmesser 
größer 1 mm aufweisen (vgl. Abbildung 54). Zudem sind mehr als 80 Ma.-% der 
Probe der Klasse zwischen 0,63 und 1 mm zugeordnet. Dies ist dem Umstand ge-
schuldet, dass aufgrund der geringen Siebanzahl die einzelnen Klassenbreiten im 
Vergleich zu den auftretenden Durchmessern sehr groß sind. Es besteht zudem die 
begründete Annahme, dass auch in dieser Klasse ein nicht unerheblicher Anteil einen 
Durchmesser größer 0,85 mm hat. 
Das Ergebnis der Siebanalyse zeigt, dass die Größe der Durchmesser der untersuchen 
Proppant größer als die angegebene ist. Zudem führt die geringe Siebanzahl zu einer 
großen Klassenbreite bzw. geringen Klassenauflösung, was wiederum dazu führt, 
dass mehr als 80 Ma.-% der gesamten Probe einer Klasse zugeteilt werden. 
Da die ermittelte Bandbreite größer ist als die genannte (20 - 40 Mesh) und die Klas-
senauflösung für weiterführende Betrachtungen zu gering erscheint, wurden die 
Proppants zusätzlich einer optischen Vermessung unterzogen, um somit eine detail-
liertere und bessere Auflösung der Durchmesserverteilung zu generieren. 
 Optische Vermessung der Proppants 5.3.2
Die optische Vermessung der Proppants erfolgte ebenfalls mit dem digitalen Auf-
lichtmikroskops KEYENCE VHX-600D (vgl. Abbildung 38). 
Für die Durchmesserbestimmung der Proppants wurde auf eine im System integrierte 
Vermessungs-Software zurückgegriffen, welche den Durchmesser, respektive den 
Radius eines runden Objektes, mittels drei in einer Ebene liegender Punkte bestimmt 
(Drei-Punkt-Geometrie). Für die Vermessung des Durchmessers müssen nacheinan-
der drei Punkte auf dem Umriss des zu vermessenden Objektes markiert werden. 
Hierbei ist darauf zu achten, dass die Punkte so gewählt werden, dass die entstehende 
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Umhüllende die Proppants-Kontur so genau wie möglich nachzeichnet. Die nachfol-
gende Abbildung 55 zeigt die Vermessung zweier Proppants mittels der Drei- Punkt- 
Geometrie. 
 
Abbildung 55: optische Durchmesserbestimmung von Proppants  
Für die Vermessung wurden die Proppants in einer Petrischale als full Monolayer 
angeordnet, d. h. es befindet sich nur eine Lage Proppants in der Ebene, in der mög-
lichst jede Stelle durch ein Proppant besetzt ist. Anschließend wurde diese 
Proppants-Schicht in einzelne rechteckige Quadranten unterteilt. Um subjektiv be-
dingte Fehler zu verringern und eine individuell bedingte Selektion einzelner 
Proppants zu vermeiden, wurden die Durchmesser aller Proppants, die sich innerhalb 
eines Quadranten befanden, erfasst. Zusätzlich wurde die durch den Quadranten aus-
gespannte Fläche gemessen. Dies diente der nachfolgenden Abschätzung der Pa-
ckungsdichte. Diese ist definiert als Quotient von projizierter Proppants-Fläche zur 




Insgesamt wurden mit diesem Verfahren die Durchmesser von 733 Proppants be-
stimmt. Die nachfolgende Abbildung 56 zeigt die Vermessung der Proppants inner-
halb eines Planquadranten. 
 
Abbildung 56: optische Durchmesserbestimmung einer Proppant-Schüttung innerhalb eines vollbesetzten 
Plan-Quadranten 
Packungsdichte 
Neben der Durchmesserbestimmung der Proppants eignet sich die optische Vermes-
sung auch zur Abschätzung der sich einstellenden Packungsdichte (n) einer realen 
Proppant-Schüttung mit variierenden Durchmessern innerhalb der Schüttung. 
Die Packungsdichtedichte selbst ist nach Gleichung (37) definiert als der Quotient 
aus Summe der Projektionsflächen aller Kugeln bzw. Proppants innerhalb einer Ebe-
ne und der Grundfläche der Ebene. 
 Ergebnisse der optischen Durchmesserbestimmung 5.3.2.1
Die Ergebnisse, die auf der statistischen Auswertung der optischen Durchmesserbe-
stimmung der Proppant basieren, sind in Tabelle 6 zusammengefasst. Aufgeführt 
sind neben den Minimal- und Maximaldurchmessern die statistischen Kennwerte: 
Oberes und unteres Quantil (Qo, Qu), der Mittelwert (Dm), sowie die Standardabwei-
chung (sD). Zusätzlich ist mit dem Wert W die nach Gleichung (130) ermittelte opti-
male Klassenbreite angegeben, auf der die nachfolgende Klasseneinteilung der ein-




Tabelle 6: statistische Ergebnisse der optischen Vermessung der verwendeten Bauxit-Proppant 
Größe [mm] Größe  [mm] 
Dmed 0,81 Qu 0,71 
Dm 0,81 Qo 0,90 
Dmax 1,21 sD 0,13 
Dmin 0,44 W 0,04 







=  (130) 
 o uIQR Q Q= −  (131) 
In Gleichung (130) beschreibt die Größe x den Umfang der Stichproben und IQR den 
Interquartilsabstand. Dieser berechnet sich aus der Differenz aus oberen und unteren 
Quartil (Gleichung (131)). 
Anhand der durch Gleichung (130) bestimmten Klassenbreite (W) ergibt sich eine 
Unterteilung der gesamten Stichprobe in 22 einzelne Durchmesser-Klassen. Den 
jeweiligen Klassen wurde die Anzahl der entsprechenden Durchmesser zugeordnet 
und das nachfolgende Histogramm erstellt (Abbildung 57). 
 
Abbildung 57: Ergebnis der statischen Auswertung der optisch bestimmten Durchmesser der für die Ver-













































 Ergebnisse der bestimmten Packungssdichte 5.3.2.2
Für die Bestimmung der Packungsdichte (n) wurden sieben Messungen ausgewertet. 
Die Ergebnisse der einzelnen Messungen sind in Tabelle 7 aufgeführt. Dargestellt 
sind neben der Anzahl der Proppants (x) im Quadranten, die Fläche des Quadranten 
(A0), die Summe der Projektionsflächen aller Proppants im Quadranten (AP,Pro) und 
das daraus bestimmte Flächenverhältnis (n). Dieses liegt zwischen 0,78 und 0,86 und 
im Mittel (nm) bei 0,84. 
Tabelle 7: Ergebnisse der aus der optischen Messungen bestimmten Packungsdichten (x = Anzahl der pro 
Quadrant vermessenen Proppants) 
Messung x AQ [mm²] AP,Pro [mm²] n 
1 28 11,50 9,94 0,86 
2 34 15,28 12,85 0,84 
3 215 157,49 123,11 0,78 
4 134 74,84 63,44 0,85 
5 56 26,92 22,29 0,83 
6 17 6,72 5,72 0,85 
7 201 124,92 106,29 0,85 
   
nm 0,84 
 Diskussion – Ergebnisse der optischen Proppant-Vermessung 5.3.3
Die Ergebnisse der optischen Vermessung der Proppants werden im Folgenden dis-
kutiert und bewertet. Dies umfasst die Durchmesserbestimmung und die Bewertung 
der Packungsdichte eines Proppant-Layers. 
 Durchmesserverteilung 5.3.3.1
Die Bestimmung der Partikelgröße mittels der optischen Vermessung ist im Ver-
gleich zur Siebanalyse deutlich aufwendiger und zeitintensiver, da jedes Proppant 
separat vermessen werden muss und zusätzlich für eine entsprechende statistische 
Auswertung eine entsprechende Quantität an Proppants zu untersuchen ist. 
Sie ermöglicht aber eine deutlich detailliertere Aussage über die Korngrößenvertei-
lung, da die Durchmesser einzeln und mit einer deutlich höheren Präzision bestimmt 
werden. Dieser Umstand ermöglicht bei entsprechender Datenmenge eine feinere 
Klasseneinteilung, als es vergleichsweise mit einer Siebanalyse möglich ist (vgl. Ab-
bildung 54 und Abbildung 57). Es ist somit eine deutlich detailliertere Beschreibung 
der eingesetzten Schüttung in den Modellrechnungen möglich, da die Qualität der 
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Eingabedaten deutlich besser ist und somit wiederum die Vergleichbarkeit von Mo-
dellierung und realen Messungen verbessert. 
Die Klasseneinteilung selbst zeigt, dass die Durchmesser einer Normalverteilung 
folgen (vgl. Abbildung 57), mit einem gemessenen Maximalwert von 1,24 mm und 
einem Minimalwert von 0,44 mm. Der bestimmte Median liegt mit 0,81 mm in der 
Nähe der nominell angegebenen Obergrenze der Schüttung. 
Zudem belegen die Ergebnisse der optischen Analyse, die aus der Siebanalyse her-
rührende Vermutung, dass in der Schüttung ein nicht unerheblicher Anteil der 
Proppants den nominell genannten maximalen Durchmesser von 0,85 mm über-
schreitet. Die Auswertung zeigt, dass ca. 30 % der untersuchten Proppants einen 
Durchmesser größer 0,85 mm haben (vgl. Abbildung 57). 
 Packungsdichte 5.3.3.2
Ein Vorteil der optischen Vermessung ist, dass die Packungsdichte (n) für eine disk-
ret Proppant-Schüttung relativ genau bestimmt werden kann, da zeitgleich sowohl 
die Projektionsflächen der Proppants als auch die durch sie besetzte Grundfläche 
bestimmt werden kann. Die so bestimmte Packungsdichte (n) für eine möglichst 
dicht gepackte Schüttung dieser Art von Proppants lag zwischen 0,78 und 0,86 und 
im Mittel (nm) bei 0,84. Dieser Wert liegt in etwa zwischen den Maximalwerten für 
eine quadratische Packung (n ≈ 0,79) und dem einer hexagonalen Packung (n ≈ 0,91) 
gleich großer Kugeln. 
 Analyse der Einbettung hinsichtlich ihres Effekts auf die Reduktion 5.4
der Leitfähigkeit 
Die Reduktion der hydraulischen Leitfähigkeit der hier vorgestellten Versuche ist die 
Folge aus zwei sich überlagereden Effekten. Diese sind zum Einen: die globale Mi-
nimierung der Öffnungsweite (h) des durchströmten Querschnitts, welche definiti-
onsgemäß linear in die Bewertung der Leitfähigkeit eingeht. Des Weiteren bewirkt 
die Einbettung der Proppants lokal eine Reduktion der freien Querschnitte (Poren) 
zwischen den Proppants. Dies ist eine direkte Veränderung der Geometrie des Strö-
mungsraums gegenüber dem Ausgangszustand, was folglich zu einer Verringerung 
der Permeabilität der Schüttung führt. Abbildung 58 soll diese zwei Effekte schema-




Abbildung 58: Veränderung der Geometrie des Strömungsraums infolge der Einbettung 
Für eine Abschätzung des Verhaltens der hydraulischen Leitfähigkeit einer Proppant-
Schüttung infolge einer Laststeigerung muss analysiert werden, inwiefern die Einbet-
tung der Proppants und die damit verbundene Reduktion des freien Strömungsquer-
schnitts die Permeabilität verringert. 
Für diese Analyse ist es zweckmäßig, die hydraulische Leitfähigkeit in eine dimensi-
onslose Form zu überführen. Als Bezugsgröße wird die analytische Beschreibung der 
hydraulischen Leitfähigkeit nach Gleichung (1) herangezogen und vorausgesetzt, 
dass die Permeabilität der Schüttung konstant ist (k = k0). Die dimensionslose Dar-
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wobei in dieser Gleichung der Höhe (h) durch die Gleichung (133) definiert ist. 
 0 zh h u= −  (133) 
Trägt man die Ergebnisse der Gleichung (132) gegen den Quotienten aus h zu h0 
( 0/h h ) in einem doppeltlogarithmischen Diagramm auf, erhält man für die Versu-
che mit der erhöhten Proppant-Konzentration (CPro = 1,56 kg/m²) die Abbildung 59 
und für die Versuche mit einer Konzentration von CPro = 0,78 kg/m² die Darstellung 




Abbildung 59: dimensionslose Darstellung der Leitfähigkeit gegenüber h/h0 für die Versuche bei einer 
Proppant-Konzentration von 1,56 kg/m². für h0 = 1,25 mm und k0 = 2,1e-9 m² 
 
Abbildung 60: dimensionslose Darstellung der Leitfähigkeit gegenüber h/h0 für die Versuche bei einer 
Proppant-Konzentration von 0,76 kg/m² für h0 = 1,25 mm und k0 = 5,1e-9 m² 
 Initiale Permeabilität 5.4.1
Da die Versuche bei einem Startwert von σz = 10 MPa initialisiert wurden, müssen 
die initiale Öffnungsweite (h0) und die initiale Permeabilität (k0) für den unbelasteten 








































Die initiale Permeabilität (k0) kann für die Versuche mit der erhöhten Proppant-
Konzentration (CPro = 1,56 kg/m²) einen nach Gleichung (24) bestimmten charakte-
ristischen Proppant-Durchmesser von P r 0, 86oD m m=ɶ  und einer abgeschätzten 
Porosität von φ = 0,56 mittels des Ansatzes nach Kozeny-Carman (Gleichung (23)) 
bestimmt werden. Für die dargestellten Größen ergibt sich somit ein Wert für 
k0 = 2,1e-9 m². 
Für die Versuche mit geringer Proppant-Konzentration eignet sich diese Beziehung 
nicht, da aufgrund der geringen Packungsdichte die Porosität Werte oberhalb des 
Definitionsbereichs des Ansatzes annimmt. Aus diesem Grund wurde für die dimen-
sionslose Darstellung das k0 mit 5,1e-9 m² konservativ geschätzt. Der Betrag ent-
spricht dem 1,5 fachen der gemessenen Durchlässigkeit bei σz = 10 MPa und orien-
tiert sich damit an den Ergebnissen der Versuchsreihe bei hoher Packungsdichte. 
Diese ergaben für k0 (bei σz = 0 MPa) das ca. 1,5-fache des Mittelwertes von k aller 
Versuche für diese Konzentration bei σz = 10 MPa. 
 Bestimmung der Verschiebung zwischen 0 und 10 MPa 5.4.2
Die initiale Öffnungsweite (h0) wurde auf Grundlage der Durchmesseranalyse für 
σz = 0 MPa mit h0 = 1,25 mm angenommen. Die Verschiebung uz im Spannungsbe-
reich zwischen σz = 0 und 10 MPa wurde mittels Extrapolation der Kurvenverläufe, 
die den Spannung-Setzungs-Verlauf der verschiedenen Versuche darstellen, ermit-
telt. Hierfür wurde durch die entsprechenden Datenpunkte im Bereich zwischen 
σz = 10 und 20 MPa eine Gerade gelegt und bei σz = 0 MPa der entsprechend Betrag 
auf der z-Koordinate bestimmt. Dies ergibt die in der Tabelle 8 angegebenen Werte 
für die Setzung im Bereich zwischen 0 und 10 MPa für die vier Versuchsreihen. 
Tabelle 8: extrapolierte Werte für die Setzung zwischen 0 und 10 MPa 
uz0 [mm] 
MA EF 
CPro = 1,56 kg/m² 0,16 0,18 
CPro = 0,78 kg/m² 0,22 0,25 
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 Einfluss der Verschiebung auf die Permeabilität der Schüttungen  5.4.3
Die in den Abbildungen 59 und 60 eingezeichneten Graden verlaufen zentral durch 
die Punktwolken und schneiden jeweils den initial Zustand bei 
0 f gem f ana
h / h C / C 1= = . Der Verlauf der Graden kann durch folgende Beziehung 











Hierbei beschreibt der Exponent γ den Anstieg der Graden und wurde für die Versu-
che bei einer Proppant-Konzentration von: 
• CPro = 1,56 kg/m² im Mittel mit γm = 2,9 und für 
• CPro = 0,78 kg/m² mit γm = 1,8  
bestimmt. 
Durch die Substitution der Gleichung (134) in die Gleichung (132) und einer ent-












Mit diesem lässt für initial gegebene Anfangsbedingungen (Öffnungsweite (h0) und 
Permeabilität (k0)) die Permeabilität in Abhängigkeit einer Einbettung bzw. Ver-
schiebung abschätzen. 
Setzt man den durch die Gleichung (135) gegebenen Ausdruck für die Permeabilität 
in Abhängigkeit einer Verschiebung in die Gleichung (1) ein, erhält man mit der 
Gleichung (136) einen Ausdruck, mit dem für gegebene Anfangsbedingungen die 















Die hier vorgestellte Analyse belegt, dass von der Einbettung der Proppants ein deut-
lich messbarer Effekt hinsichtlich der Reduktion der Leitfähigkeit einer Proppant- 
Schüttung ausgeht. Dies zeigen die dargestellten Kurvenverläufe mit den ermittelten 
Anstiegen (γ) größer eins. 
Der Vergleich der Kurven, welche die Verläufe der Versuche bei hoher Proppant-
Konzentration zusammenfasst (Abbildung 60), mit den Ergebnissen der Versuche, 
die bei niedriger Konzentration gefahren worden (Abbildung 59), zeigt zudem, dass 
die gewählte Proppant-Konzentration den Verlauf der Kurven bzw. deren Anstieg 
beeinflusst. Für den mittleren Anstieg der Versuche in der Abbildung 60 ergab sich 
ein Wert von 2,9. Dieser ist somit ca. 60 % größer als der mittlere Anstieg bei niedri-
ger Proppant-Konzentration (γ = 1,8) 
Es zeigt sich demnach, dass die Proppant-Konzentration nicht nur allgemein die 
Permeabilität beeinflusst (vgl. hierzu die Ergebnisse des Abschnitts 5.2.7.2), sondern 
auch den Effekt, den die Einbettung auf die Reduktion der hydraulischen Leitfähig-
keit einer Schüttung hat. Dabei belegen die Ergebnisse, dass mit zunehmender Pa-
ckungsdichte der Einfluss der Einbettung der Schüttung hinsichtlich der Reduktion 
der Permeabilität zunimmt. Dies erscheint insofern nachvollziehbar, wenn man fol-
gende Überlegung berücksichtigt. 
Die Permeabilität als Maß für den hydraulischen Widerstand einer Schüt-
tung/Formation wird maßgeblich durch den für die Fluidbewegung nutzbaren und 
durch die Poren gebildeten freien Querschnitte bestimmt. Im Zuge der Einbettung 
infolge eines Spannungseintrags kommt es zu einer Veränderung der Geometrie des 
Strömungsraums und folglich zu Verringerung der freien Querschnittsfläche. Dies 
muss zu einer Veränderung der Permeabilität führen. Wie stark diese Permeabilitäts-
Veränderung ausfällt, wird bestimmt, inwiefern eine diskrete Einbettung, d. h. Ver-
schiebung, den Querschnitt verändert. Welchen Einfluss die Verschiebung auf eine 
Veränderung der freien Querschnittsfläche hat, wird wiederum durch die durch die 
Packungsdichte initial vorgegebene Geometrie des Porenraums bestimmt. Generell 
kann hier festgehalten werden, dass je dichter die Packung ist, desto stärker führt 
eine Verschiebung zu einer Verringerung der freien Querschnitte und folglich zu 
einer stärkeren Verringerung der Permeabilität. 
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Für den Vergleich unterschiedlicher Packungsdichten wird dies ersichtlich, wenn 
man die freie Querschnittsfläche der Packung auf die Querschnittsfläche für einen 
definierten Zustand normiert (vgl. Abbildung 61). 
Normiert auf die freie Querschnittsfläche unter initial Bedingungen (σz = 0 MPa, 
uz = 0 mm) ergibt sich für den normierten Querschnitt (A/A0) unabhängig von der 
Packungsdichte ein Betrag von eins. Im Zuge der Einbettung kommt es zu einer Ver-
änderung der Geometrie des Strömungsraums und zu einer Verringerung der freien 
Querschnittsfläche und folglich zu einer Verringerung der normierten Querschnitts-
fläche. Aufgrund der geringeren initialen freien Querschnittsfläche, die dicht gepack-
te Schüttungen gegenüber locker gepackten Schüttungen aufweisen, führt die selbe 
Verschiebung zu einer größeren Reduktion der normierten Querschnittsfläche und 
folglich auch zu einer stärken Abnahme der Permeabilität. 
 
Abbildung 61: schematische Darstellung der Reduktion der normierten freien Querschnittsfläche für dicht 
und locker gepackte Proppant-Schüttungen 
Da mit der Zunahme der Proppant-Konzentration die freie Querschnittsfläche ab-
nimmt, nimmt der leitfähigkeitsreduzierende Effekt der Einbettung mit steigender 
Proppant-Konzentration zu. Daher können bei dicht gepackten Schüttungen selbst 
geringe Verschiebungen zu einer Minimierung der Permeabilität führen, die bei lo-
cker gepackten Schüttungen erst bei deutlich größeren Verschiebungen auftreten. 
Dies wird auch durch die Ergebnisse der hier vorgestellten Experimente bestätigt. 
Die Größe Gamma (γ) kann somit als ein Parameter verstanden werden, welcher den 
durch die Packungsdichte der Schüttung vorgegebenen geometrischen Einfluss hin-
sichtlich einer Veränderung der Permeabilität durch eine Verschiebung quantifiziert. 
Der Betrag von γ beschreibt hierbei, wie sensitiv eine Schüttung mit einer Permeabi-
litäts-Veränderung auf die Einbettung reagiert. Die Packungsdichte einer Proppant-
Packung bestimmt somit nicht nur allgemein die Permeabilität, sondern beeinflusst 




Die hier vorgestellten Ergebnisse zur Bewertung der hydraulischen Leitfähigkeit in 
Abhängigkeit einer Verschiebung/Einbettung basieren auf der Grundlage von Expe-
rimenten, welche durch den Versuchsaufbau bedingt, nur eine einseitige Einbettung 
der Proppants berücksichtigen. Das bedeutet, dass die Verringerung der freien Quer-
schnittsfläche, wie sie in Abbildung 61 dargestellt ist, nur einseitig vorliegt und nicht 
zweiseitig wie in einem Frac in der die Proppants beidseitig in die Formation einge-
spannt sind. 
Da bei einer beidseitigen Einspannung sowohl der untere als auch der obere Kontakt 
einer Einbettung/Verschiebung unterliegen, ist davon auszugehen, dass die Redukti-
on der freien Querschnittsfläche bei gleicher Verschiebung stärker ausfällt als wie 
bei einseitiger Einspannung. Die infolgedessen auftretende Reduktion der Permeabi-
lität müsste entsprechend höher ausfallen. Daher können die hier vorgestellten Zah-
lenwerte für die Größe Gamma nicht ohne weiteres auf Bedingungen, die eine dop-
pelseitige Einbettung der Schüttung berücksichtigen, übertragen werden.  
Der Effekt einer beidseitigen Einbettung auf die Entwicklung der Leitfähigkeit muss 
daher in weiterführenden Experimenten untersucht werden. 
Die allgemeine Aussage, dass von der Packungsdichte aber ein Einfluss auf die durch 
eine Verschiebung initiierte Verringerung der Permeabilität ausgeht und dieser sich 
betragsmäßig für unterschiedliche Schüttungsdichten unterscheidet, behält aber seine 
Gültigkeit.  
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6 Verifizierung des Prognosemodells 
Der Vergleich der Ergebnisse der experimentell untersuchten Einbettung mit den 
Ergebnissen der numerischen Simulation ist in den Abbildungen 62 und 63 darge-
stellt. Die Simulationsergebnisse basieren auf den mittels der Meyer-Analyse be-
stimmten Materialkennwerten für die verwendeten Shale-Formationen (Tabelle 3) 
und einer numerisch generierten Kugelschüttung, die sich an der optisch bestimmten 
Durchmesserverteilung der Proppants orientiert (Abbildung 57 und Tabelle 6). 
 Vergleich - Simulation und Experiment 6.1
In den Abbildungen repräsentieren die Punkte die gemessenen Setzungen (Raute = 
hohe Packungsdichte, Kreis = niedrige Packungsdichte). Die Ergebnisse der numeri-
schen Berechnungen sind als Linien mit einem 5%-igen Fehlerbalken in den Dia-
grammen dargestellt. 
Für den direkten Vergleich wurden die berechneten Daten auf den Startwert der 
Messungen von 10 MPa (100 bar) normiert. Die simulierte Kugelschüttung ist nor-
malverteilt mit einem maximalen Durchmesser von 0,89 mm und einem minimalen 
Durchmesser von 0,42 mm. Dies entspricht einer 20 – 40 Mesh Proppant-Schüttung. 
Diese wurde in den Versuchen eingesetzt.  
Die rot dargestellten Linien zeigen die Ergebnisse der Simulation der Proppant-
Schüttung mit einer Proppant-Konzentration von 1,56 kg/m². Diese wurde in den 
Berechnungen mit einer Packungsdichte von n = 0,84 berücksichtigt. Die Schüttun-
gen mit einer Proppant-Konzentration von 0,78 kg/m² wurden dementsprechend in 
den Berechnungen mit einer Packungsdichte von n = 0,42 berücksichtigt (blaue Li-
nie). 
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Abbildung 62: Vergleich der gemessenen und simulierten Werte für die Einbettung einer Proppant-
Schüttung in eine Probe aus dem Marcellus-Shale  
 
Abbildung 63: Vergleich der gemessenen und simulierten Werte für die Einbettung einer Proppant-
Schüttung in eine Probe aus dem Eagle Ford-Shale  
 Diskussion: Vergleich Messung und Simulation 6.2
Der Vergleich zwischen Messdaten und Simulation zeigt, dass der Einfluss der Mate-
rialeigenschaften und der unterschiedlichen Packungsdichten auf die Einbettung 
durch die Berechnungen nachgebildet werden kann.  
Bei geringen Setzungen ist die Abweichung der rechnerischen Ergebnisse von denen 
der Experimente am größten, da die Abstraktion durch das Kugelmodell an dieser 
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Diese Art der Abstraktion der realen Verhältnisse kann bei geringen Setzungen dazu 
führen, dass der abstraktionsbedingte Fehler sehr groß werden kann, da nur einige 
wenige Kontaktpaarungen (Proppants/Foramtion) bestehen, die die realen Verhält-
nisse mittels idealisierten Kugeln beschreiben. 
Die geringe Anzahl an Kontakten erhöht in dem Fall den Einfluss des Abstraktions-
fehlers, da das Ergebnis nur von einigen wenigen Stützstellen abhängt. Die geringe 
Anzahl der Stützstellen führt dazu, dass der Einfluss einer einzelnen Stützstelle auf 
das gesamt Ergebnis sehr groß ist. Bilden diese Stützstellen die realen Bedingungen 
ungenügend ab, kann dies zu einer deutlichen Abweichung zwischen Simulation und 
Messungen führen. 
Mit steigender Setzung nimmt die Anzahl der Kontaktstellen zu, was wiederum zu 
einer Verringerung des Einflusses des einzelnen Kontaktes auf das Gesamtergebnis 
führt. Dies gilt so auch für den realen Versuch. Durch den Kontaktanstieg im realen 
Versuch werden zudem die material und geometrisch bedingten Schwankungen 
(Proppant-Form, Eigenschaften der Oberfläche) ausgeglichen. Dies führt dazu, dass 




Das Ziel dieser Arbeit war es, zu untersuchen, ob auf der Basis der mechanischen 
Eigenschaften der Oberfläche von Tonschieferformationen, die mittels der Kugel-
druckprobe bestimmt worden sind, Aussagen über die Einbettung von Proppants in 
die Formationen getroffen werden können.  
Die Quantifizierung der mechanischen Eigenschaften beruht auf einem empirisch 
entwickelten Gesetz und einem Auswerteverfahren, für die es im Bereich der geome-
chansichen Untersuchungen keine Vergleichswerte gibt. Die Ergebnisse der Untersu-
chungen an drei verschiedenen Tonschieferformationen belegen aber, dass dieses 
Gesetz auch zur Bestimmung der Oberflächeneigenschaften von sich duktil verhalte-
nen Gesteinen geeignet ist. 
Die bis hierhin durchgeführten Einbettungsmessungen an realen Proppant-
Schüttungen bestätigen, die Ergebnisse der Härtemessungen und die aufgestellte An-
nahme, wonach die Einbettung von Proppants mit dem Anstieg der Oberflächenhärte 
bei gleichen Bedingungen immer geringer wird. Einbettungsversuche mit einer rea-
len Proppant-Schüttung belegen dies. Sie zeigten, dass die Setzung für die härteste 
Formation (HM = 511 MPa) am geringsten ausfiel. 
Ein Ergebnis dieser Arbeit liegt auch in der Erkenntnis der Vorteile, die diese Mess- 
und Auswertverfahren gegenüber anderen Verfahren zur Bestimmung von mechani-
schen Eigenschaften bietet. Diese benötigen gewöhnlich für die Bestimmung eines 
einzelnen Messwertes eine zylindrische Probe, die im Rahmen des Messverfahrens 
üblicherweise zerstört wird. Der so bestimmte Wert stellt zudem einen Integralen-
wert dar, der die Eigenschaften des Probekörpers in einem Wert zusammenfasst. Im 
Vergleich dazu ist das Härtemessverfahren räumlich sehr hochauflösend und arbeitet 
in einem Skalenbereich, welche dem eines Proppant-Matrix-Systems sehr nahe 
kommt. Zudem müssen die Proben für eine Untersuchung in ihren geometrischen 
Abmaßen im Vergleich zu zylindrischen Proben, welche in Druck- bzw. Zugversu-
chen verwendete werden nicht groß sein.  
Dies prädestiniert das Härtemessverfahren für einen Einsatz in Bereichen in denen 
die Beschaffung von realem Probenmaterial in ausreichender Quantität sehr schwie-
rig sein kann. Ein weiterer Vorteil liegt in dem geringen technischen Aufwand, der es 
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ermöglicht, vergleichsweise günstig Messwerte zu generieren. Somit stellte die Här-
temessung auch eine Option dar, den Einfluss von Frac-Fluiden auf die mechani-
schen Eigenschaften der Formation im Vorfeld einer Frac-Operation zu untersuchen. 
Ein weiteres Ergebnis ist die Weiterentwicklung eines numerischen Modells zur Be-
stimmung der Einbettung von Proppants. Dies greift die Härtewerte auf und ermög-
licht die Bestimmung der Einbettung unter Berücksichtigung der wirkenden Span-
nung, der Schüttungsdichte und der Durchmesserverteilung der Proppants. Durch die 
Diskretisierung der rauen Oberfläche und den gewählten numerischen Ansatz zur 
Bestimmung der Setzung ergeben sich Vorteile hinsichtlich der Untersuchung von 
Schüttungen mit unterschiedlichen Eigenschaften. Denn im Gegensatz zum durch 
Greenwood und Williamson beschriebenen analytischen Ansatz (Gleichung (48)), 
der eine Normalverteilung der Höhen und einen einheitlichen Krümmungsradius 
voraussetzt, ermöglicht die Diskretisierung eine Untersuchung von Schüttungen, 
deren Asperititen nicht normal verteilt sind.  
Die ersten Vergleiche mit den Einbettungsversuchen zeigen, dass sowohl der Ein-
fluss der Oberflächenhärte, der Spannung und der Schüttungsdichte nachgebildet 
werden können. 
Die Ergebnisse der Untersuchungen zeigen, dass mithilfe der Härtemessungen Aus-
sagen über die Einbettung von Proppants in Formationen mit nachweislich unter-
schiedlichen Materialeigenschaften getroffen werden können. Die Ergebnisse basie-
ren aber auf dem Vergleich von zwei verschiedenen Formationen. Daher muss ein 
Ziel folgender Untersuchungen lauten, weitere Formationen zu untersuchen, um die 
Aussagekraft der ersten Ergebnisse zu evaluieren.  
Des Weiteren soll untersucht werden, ob die Zusammensetzung eines Frac-Fluides 
einen quantifizierbaren Einfluss auf die mechanischen Eigenschaften einer Formati-
on hat und ob sich dieser mit dem Messverfahren nachweisen lässt. Eine weitere 
Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt und der mit dem Messverfahren 
nachgegangen werden kann, ist, ob die Verweilzeit des Frac-Fluids in der Formation 
einen Einfluss auf den Schädigungsgrad hat. 
Hier kommen die Vorteile des Messverfahrens klar zur Geltung. Denn durch den 
geringen technischen Aufwand ist es möglich, günstig eine Vielzahl von Messungen 
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durchzuführen, aus denen Tendenzen abgelesen werden können und auf deren 
Grundlage weitere Experimente geplant werden können. 
Unabhängig von den laborativen Untersuchungen ist eine Weiterentwicklung des 
Modell-Ansatzes vorgesehen. Darin soll die Formation nicht mehr nur als Halbraum 
mit konstanten Eigenschaften dargestellt werden, sondern auch Formationen besser 
berücksichtigt werden, die inhomogene Oberflächeneigenschaften besitzen. Zudem 
soll untersucht werden ob mit dem Modell auch das Versagen von Proppants be-
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Abbildung A1: Flowchart des Programmes zur Bestimmung der Rissöffnungsweite nach dem Prinzip der 
minimalen Kontaktfläche inklusive des Unterprogrammes 2D Strömungssimulators zur 





Abbildung A2:  Entwicklung der Permeabilität als Funktion der Kontaktfläche für die Teilversuche 3, 4 
































Versuch 4; AK = 0,1 Versuch 8; AK = 0,1 
Versuch 4; AK = 0,15 Versuch 8; AK = 0,15 
Versuch 4; AK = 0,25 Versuch 8; AK = 0,25 
Versuch 4; AK = 0,3 Versuch 8; AK = 0,3 
Abbildung A3: Zunahme der Kontaktpunkte (blaue Punkte) im Strömungsraum für die Teilsimulationen 




Tabelle B1: Zusammenfassung der Messergebnisse der Kugeldruckprobe für die Eagle Ford Formation, 
Indenterdurchmesser 5 mm 
Probe 
Indenterd. 
D / mm 
Prüfkraft     
F / N  










5 153,3 0,834 0,681 0,982 0,094 11,27 
5 309 1,188 1,144 1,272 0,047 3,66 
5 603,3 1,376 1,294 1,597 0,093 6,74 
5 981 1,969 1,722 2,221 0,182 9,22 
 
Tabelle B2: Zusammenfassung der Messergebnisse der Kugeldruckprobe für die Eagle Ford Formation, 
Indenterdurchmesser 2,5 mm 
Probe 
Indenterd. 
D / mm 
Prüfkraft     
F / N  










2,5 98,1 0,624 0,531 0,696 0,053 8,43 
2,5 153,3 0,613 0,578 0,687 0,039 6,39 
2,5 196,2 0,746 0,609 0,891 0,082 11,00 
2,5 309 1,068 0,827 1,206 0,121 11,33 
2,5 490,5 1,282 1,098 1,415 0,098 7,64 
 
Tabelle B3: Zusammenfassung der Messergebnisse der Kugeldruckprobe für die Eagle Ford Formation, 
Indenterdurchmesser 1 mm. 
Probe 
Indenterd. 
D / mm 
Prüfkraft     
F / N  










1 49,05 0,430 0,449 0,403 0,015 3,40 
1 98,1 0,489 0,553 0,441 0,035 7,12 





Tabelle B4: Zusammenfassung der Messergebnisse der Kugeldruckprobe für die Marcellus Formation, 
Indenterdurchmesser 5 mm. 
Probe 
Indenterd. 
D / mm 
Prüfkraft     
F / N  










5 153,3 0,508 0,505 0,512 0,004 0,69 
5 309 0,807 0,670 1,031 0,159 19,76 
5 603,3 1,044 1,005 1,117 0,039 3,73 
5 981 1,329 1,288 1,386 0,038 2,86 
 
Tabelle B5: Zusammenfassung der Messergebnisse der Kugeldruckprobe für die Marcellus Formation, 
Indenterdurchmesser 2,5 mm. 
Probe 
Indenterd. 
D / mm 
Prüfkraft     
F / N  










2,5 153,3 0,523 0,485 0,537 0,020 3,74 
2,5 196,2 0,555 0,505 0,592 0,028 4,96 
2,5 309 0,743 0,701 0,773 0,028 3,82 
2,5 490,5 0,906 0,839 0,951 0,036 4,02 
2,5 588,6 1,014 0,962 1,084 0,045 4,44 
 
Tabelle B6: Zusammenfassung der Messergebnisse der Kugeldruckprobe für die Marcellus Formation, 
Indenterdurchmesser 1 mm 
Probe 
Indenterd. 
D / mm 
Prüfkraft     
F / N  










1 49,05 0,327 0,287 0,349 0,020 6,00 
1 98,1 0,399 0,366 0,423 0,023 5,73 





Tabelle B7: Zusammenfassung der Messergebnisse der Kugeldruckprobe für die Barnett Formation, In-
denterdurchmesser 2,5 mm 
Probe 
Indenterd. 
D / mm 
Prüfkraft     
F / N  










2,5 49,8 0,692 0,615 0,750 0,049 7,02 
2,5 98,1 0,958 0,708 1,166 0,175 18,28 
2,5 147,15 1,183 1,048 1,355 0,115 9,69 
2,5 196,2 1,268 1,201 1,352 0,062 4,92 
 
Tabelle B8: Zusammenfassung der Messergebnisse der Kugeldruckprobe für die Barnett Formation, In-
denterdurchmesser 5 mm 
Probe 
Indenterd. 
D / mm 
Prüfkraft     
F / N  










5 49,05 0,747 0,659 0,845 0,064 8,56 
5 98,1 0,945 0,933 0,963 0,011 1,15 
5 153,3 1,173 1,065 1,235 0,054 4,64 
5 309 1,516 1,455 1,605 0,051 3,39 
 
